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内 容 提 要 


本 教材 讲述 的 是 高 等 数学 的 基础 课程 一 一 数学 分 析 , 此 核 
心 内 容 为 微 积分 学 . 这 套 教材 共 三 册 , 本 书 是 其 中 的 第 三 册 . 

本 书 共 有 九 童 ,分 别 为 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 ,多 元 尚 数 
微分 学 , 陷 岗 数 存在 定理 ,一 般 极 值 与 条 件 极 值 , 含 参 变量 的 积 
分 , 重 积 分 ,曲线 积分 与 曲面 积分 ,各 种 积分 之 间 的 联系 、 场 论 ， 
微分 形式 及 其 积分 . 主要 讲述 了 多 元 微 积分 等 内 容 , 也 讲述 了 场 
论 及 微分 形式 和 其 积分 的 初步 理论 . 

本 书 是 由 作者 在 北京 大 学 数学 科学 学 院 多 年 教学 所 有 几 的 讲 
义 基础 上 修改 而 成 ,内 容 丰 富 ,深入 浅 出 . 本 书 选 用 了 适量 在 代 
表 性 .启发 性 的 例题 ,还 选 入 了 足够 数量 的 习题 和 思考 题 , 其 中 
既 有 一 般 难度 的 题目 ,也 有 较 难 的 题 日 , 供 读者 酌情 选 做 . 

本 教材 可 作为 大 学 本 科 阶 段 的 数学 ,概率 统计 ,力学 以 及 计 
算 机 等 相关 专业 的 教科 书 , 也 可 作为 广大 数学 工作 及 爱好 者 的 
参考 图 书 . 
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本 教材 的 前 身 是 北京 大 学 数学 系 教学 用 的 讲义 ,现在 出 版 

成 书 已 进入 21 世纪 了 . 面向 这 一 重大 挑战 ,在 撰 稿 的 进程 中 ,以 
下 几 个 方面 是 作者 着 重 思考 并 力图 落实 的 . 

1. 加 强 导 引 性 论述 ,介绍 所 研究 课题 的 数学 史 背 景 、 客 观 
原型 以 及 微 积 分 处 理 问 题 的 思路 与 方法 ,这 或 许 育 益 于 树立 正 
确 的 数学 观 ,增加 学 习 的 活泼 性 . 

2.， 适当 提高 起 点 ,扩大 知识 面 . 书 中 在 讲解 各 种 理论 的 应 
用 时 ,列举 了 丰富 的 典型 例题 ,以 利于 在 提高 启发 式 教学 水 平 的 
同时 ,让 学 生 有 一 个 扩展 的 自学 园地 . 

3. 为 了 培养 数学 思维 的 习惯 ,以 及 养 成 "会 学 "数学 的 能 
力 ,本 书 在 每 章节 后 列 有 适当 数量 的 思考 问题 . 此 外 ,还 以 加 注 ， 
以 及 用 小 字 和 附录 的 方式 介绍 微 积分 理论 的 进一步 伸展 和 注意 
事项 ,这 也 对 引发 读者 的 创新 思维 有 所 助 益 . 

4. 考虑 到 目前 对 数学 家 的 中 文 译名 的 不 统一 ,本 书 一 律 用 


原文 书写 ,《 在 页 未 给 出 中 文 译名 供 参 考 ) 并 尽力 介绍 他 们 的 国 


籍 和 生 座 年代 . 尊重 曾 为 人 类 的 科学 进步 作出 过 页 献 的 学 者 ,是 
我 们 后 代 人 文明 的 表现 之 一 . 

对 于 想 用 本 书 作为 正式 教材 的 学 校 和 教师 来 说 ,在 教学 实 
践 中 必须 根据 具体 培养 目标 和 实际 情况 对 其 内 容 作 适 当 取 舍 ， 
不 能 照 本 宣 科 . 希望 广大 读者 和 教师 对 本 书 提 出 批评 和 建议 . 
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致 读者 


《数学 分 析 》 的 核心 内 容 是 “ 微 积分 ”一 一 微分 学 与 积分 学 的 
统称 , 它 是 数学 发 展 史 中 最 伟大 的 成 果 , 始 创 于 17 世纪 下 半 叶 ， 
其 代表 人 物 是 两 个 伟大 的 学 者 : 英国 的 I Newton(1643 一 
1727) 和 德国 的 G. W. Leipbniz(1646 一 17167). 

Newton 和 Leibniz 对 微 积 分 的 杰出 页 献 导 这 一 领域 的 前 
期 工作 不 同 , 他 们 使 微 积分 成 为 一 门 独立 的 学 科 ,而 不 再 是 证 项 
腊 几 何 的 附庸 和 延续 , 且 为 许多 课题 提供 了 窑 新 的 研究 方法 . 自 
微 积分 始 ,数学 发 展 成 为 变量 数学 时 期 . 它 从 运动 、 变 化 的 观点 、 
方法 来 考察 名 种 事物 和 现象 ,这 正 符合 客观 世界 处 于 不 断 运 动 、 
变化 的 实际 . 因此 , 微 积分 学 的 建立 给 予 科 学 、 技 术 领 域 以 巨大 
影响 ,推动 了 生产 力 的 发 展 . 特别 是 在 天 文 、 力 学 领域 的 成 就 ,在 
当时 曾 一 度 冲 击 宗教 的 某 些 旧 信条 . 另 一 方面 ,也 由 于 当时 的 微 
积分 自身 理论 的 不 完善 而 受到 责难 . 但 这 些 都 不 能 阻挡 它 的 继 
续 前 进 . 

19 世纪 初期 ,由 于 科学 技术 进步 的 推动 ,促使 许多 数学 家 
致力 于 微 积分 的 改造 和 奠基 工作 . 终于 在 19 世纪 中 叶 建成 现代 
称 之 为 数学 分 析 的 较 完善 的 体系 ,为 微 积分 的 普及 创造 了 更 加 
有 利 的 条 件 ,也 使 它 成 为 今天 各 类 院 校 的 必修 课程 . 

因此 ,在 三 百 余年 后 的 今天 ,学 习 微 积分 已 不 能 算是 件 “ 时 
野 " 的 事情 了 . 如 果 从 培养 21 世纪 的 人 才 而 言 ,或 许 只 能 说 是 一 
张 “入 门 券 "而 已 . 


是 通过 它 学 习 数 学 思维 、 逻 辑 判断 的 能 力 ;最 后 一 点 是 要 为 学 习 


淋 


上 
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河 


其 他 课程 奠定 基础 . 

本 有 册 介 绍 多 元 消 数 微 积分 内 容 ,与 一 元 画 数 微 积 分 相 比较 ， 
其 内 容 有 共性 也 有 差异 . 从 共性 看 ,它们 都 是 研究 函数 的 性 态 ， 
而 且 在 方法 上 也 都 主要 是 从 局 部 入 手 , 从 而 在 体系 上 仍 为 同一 
的 格式 : 极限 一 一 连续 一 一 微分 一 一 积分 . 另 一 方面 ,由 于 多 元 
东 数 所 依赖 的 自 变 量 多 了 ,致使 许多 课题 的 研究 复杂 化 了 ,自然 
也 导致 所 得 结果 在 某 些 方 面 更 加 深刻 和 丰富 . 不 过 ,本 册 也 只 能 
点 到 为 止 . 最 后 必须 指出 的 是 ,掌握 一 元 微 积 分 的 知识 是 学 好 多 
元 微 积分 的 基础 . 
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多 元 函数 微 积分 史 简 全 


§1 平面 点 集 论 
1.2 开 集 、 闭 集 、 区 域 呈 ee 
1.3 完备 性 定理 ee 
1.4 紧 性 定理 ee 

§ 2 多 元 函数 的 极限 eeee 
2.1 映射 与 多 元 函数 的 概念 eee 
2.2 全 面 极限 
2.3 累 次 极限 

§3 多 元 函数 的 连续 性 
3.1 数值 函数 的 连续 性 pp 
3.2 向 量 函 数 的 连续 性 pp 
3.3 同 胚 变换 ee 


第 十 四 章 。 多 元 函数 微分 学 


§$ 1 人 篇 导数 与 全 微分 站 
1.1 多 元 函数 的 篇 导数 
1.2 多 元 函数 的 全 微分 eee 

§2 多 元 复合 函数 的 偏 导 数 求法 站 pp 


国有。 数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


8$3 


录 §4 
§5 
36 
§7 


38 


§1 


§2 


2.1 链 锁 法 则 
2.2 一 阶 微分 形式 的 不 变性 pp 
2.3 同 胚 变换 的 Jacobi 行列 式 ppp 
高 阶 偏 导数 与 高 阶 全 微分 … 
3.1 多 元 函数 的 高 阶 偏 导数 ene 
3.2 多 元 复合 函数 的 高 阶 人 篇 导数 
3.3 多 元 函数 的 高 阶 全 微分 RN 
4.1 一 个 方程 的 情形 pp 
曲线 的 切线 .曲面 的 切 平面 pp 
5.1 由 和 参数 方程 表示 的 曲线 和 曲面 
5.2 ”由 隐 函 数 表示 的 曲面 和 曲线 ete 


方向 导数 和 梯度 … 
6.1 多 元 函数 的 方向 导数 ， 


6.2 多 元 函数 的 梯度 


Taylor 公式 . 凸 函 数 … 


7. 1 多 元 函数 的 Taylor 公式 … 本 


7.2 旧 函 数 - 
向 量 函 数 的 可 微 性 … 


8.2 向 量 函 数 的 微分 概念 pp 
8.3 向 量 函 数 的 微分 运算 pp 


第 十 五 章 ” 隐 冰 数 存在 定理 


1.2 方程 给 的 情形 ee 
道 变换 存在 定理 pp 


31 一 般 极 值 问 题 oe 


§ 2 条 件 极 值 间 题 ee 
Lagrange 


2.1 极 值 存在 的 必要 条 件 
乘 子 法 … - 


2.2 极 值 存在 的 充分 条 件 … ee 


$3 最 小 二 乘法 ， 


第 十 七 章 “ 含 参 变量 的 积分 


§ 1 含 参 变 量 的 定 积分 RN 
§ 2 含 参 变量 的 反常 积分 RN 
2.1 一 致 收 化 的 概念 及 其 判别 法 :RN 
2.2 含 参 变量 的 无 窃 积 分 的 和 性质。 
§ 3 含 参 变量 的 积分 计算 举例 pp 


3$4 ”Euler 积分 一 一 B 函数 与 了 函数 


第 十 八 章 “” 重 积分 :Ne 


1.2 面积 的 定义 ee 
2.1 函数 可 积 的 充分 必要 条 件 玖 ee 
2. 2 可 积 函 数 类 :pp 


2.3 可 积 函 数 的 性 质 … 
8$3 化 重 积 分 为 累 次 积分 


3.1 化 二 重 积分 为 票 次 积分 的 公 武 pp 
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§4 


§5 
§6 


§1 


§2 


§3 


§4 


§5 
§6 


3.2 公式 的 应 用 ee 
3.3 化 三 重 积分 为 票 次 积分 ee 


积分 的 变量 替换 
4.1 二 重 积分 的 变量 替换 公式 … 
4.2 公式 的 应 用 … .. 


4.3 三 重 积分 的 变量 替换 … ee 


"积分 ee 


第 一 型 曲线 积分 pp 


1.1 第 一 型 曲线 积分 的 定义 及 其 存在 性 ………… 


1.2 计算 公式 … 
第 二 型 曲线 积分 pp 
2.1 
.2 计算 公式 … 
3 


1 由 显 方程 表示 的 曲面 :pp 
.2 由 参数 方程 表示 的 曲面 :pp 
3 ”连续 曲面 的 面积 ee 


2 
2 
曲面 面积 ， 
3 
3 
3. 


第 -一 型 曲面 积分 pp 


4.1 第 一 型 曲面 积分 的 定义 及 其 计算 .…………- 


4.2 例 与 应 用 … 
和 


6.1 1 第 二 型 由 面 积分 的 定义 ee 


6.2 计算 公式 … 


6.3 例 与 应 用 2 
注 记 nn 


第 二 型 曲线 积分 的 定义 及 其 存在 性 ………… 


两 种 类 型 曲线 积分 之 间 的 联系 …………………… 
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第 二 十 章 ”各 种 积分 之 间 的 联系 .、 场 论 pp 290 


81 Green 公式 290 
1.1 Green 公式 和 pp 290 

2 Gauss 公式 302 日 
2.1 Gauss 公式 302 

833 Stokes 公式 ee 312 

§4 ” Brouwer 不 动 点 定理 eee 317 

35 曲线 积分 与 路 人 径 无 关 性 3322 

§6 场 论 初步 . 334 
6.1 数量 场 与 向 量 场 eon: 334 
6. 3 向 量 场 的 流量 与 散 度 ee 336 
6.4 向 量 场 的 环 量 与 旋 度 eee. 337 
7. 2 在 电 古 场 中 的 应 用 。 4 
7.3 Maxwell 方程 组 pe 348 


第 二 十 一 章 ”微分 形式 及 其 积分 .ppp 351 


8$3 微分 形式 的 拉 回 pp 363 
8$4 微分 流 形 . 370 
§5 微分 形式 在 微分 流 形 上 的 积分 76 
36 Stokes 公式 . ee 379 
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多 元 函数 微 积分 史 简 介 


在 自然 界 和 社会 中 ,各 种 事物 和 现象 的 运动 、 变 化 往往 与 多 
种 因素 密切 相关 ,这 就 使 得 其 数量 之 间 的 关系 呈现 多 元 化 ,有 反映 
在 数学 里 就 有 了 多 个 自 变 量 的 函数 . 

多 元 函数 的 微分 运算 , 早 在 18 世纪 初期 的 科学 研究 中 就 已 
出 现 ,例如 Newton( 研 究 多 项 式 方 程 f(x, y) 二 0) 和 Bernoulli 
兄弟 (研究 等 周 问题 ) 都 用 了 偏 导数 . 不 过 ,创建 偏 导数 理论 还 应 
归功 于 Euler，Clairaut 和 d'Alembert ,其 主要 动力 是 来 自 偏 微 
分 方程 领域 的 工作 . 这 是 因为 课题 本 身 所 含 的 物理 意义 要 求 考 
察 只 有 单个 自 变 量变 化 的 情形 . 

要 求 建 立 多 元 函数 重 积 分 的 意识 ,实际 上 也 早已 蕴含 在 
Newton 的 名 著 《 自 然 哲学 的 数学 原理 关于 球 与 球 壳 作用 于 质 
点 上 的 引力 的 研究 成 果 中 ,虽然 他 当时 用 的 是 几何 学 的 语言 . 而 
当 微 积分 的 理论 在 18 世纪 广泛 开展 起 来 时 ，Newton 的 这 一 成 
果 立 刻 被 后 人 用 分 析 数学 的 形式 加 以 改写 并 推广 . 不 仅 如 此 , 重 
积分 的 思想 还 被 用 来 表示 方程 

9 f(x, y) 
9x9Yy 


= f(z, y) 


的 解 . 

重 积分 变量 替换 的 课题 ,是 从 Lagrange 关于 旋转 椭 球 体 的 
引力 计算 中 引发 的 ， 由 于 他 在 三 重 积分 的 计算 中 遇 到 了 困难 , 便 
引进 了 变量 蔡 换 公式 


~ 


> 或 疝 立 沿 苏 注 克 时 | 疏 
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他 或 疝 字 灌区 兴国 i 悦 


工 一 4 十 rsinp ， cos0， 

yy 一 0 十 rsinp' sing, 0 oR, 0 过 0 过 2r， 

之 二 C 十 rcosg， 
这 实际 上 相当 于 用 微分 量 一 sinpdbdpdr 代替 微分 量 dxrdydz. 

总 的 说 来 ,在 18 世纪 初 人 们 所 处 理 的 重 积分 都 是 比较 简单 

的 ,化 重 积分 为 宗 次 积分 来 计算 的 课题 并 未 引起 足够 的 重视 . 即 
使 在 1770 年 左右 ，Euler 曾 涉及 这 一 领域 ,但 有 关 这 一 积分 次 
序 的 交换 课题 ,也 只 是 到 了 19 世纪 在 分 析 基 础 严密 化 思潮 的 推 
动 下 , 才 受 到 人 们 的 关注 . 其 中 原因 之 一 是 ，1814 年 法 国 数学 
家 Cauchy 指出 ,如 果 被 积 函数 不 连续 ,那么 计算 重 积分 时 , 积 
分 的 先后 次 序 是 至 关 重 要 的 ,特别 是 在 函数 无 界 时 ,下 述 两 个 积 


、 
分 


| az)| re， y)dy, | oj re y)dz. 


不 一 定 相 等 . 

大 家 知道 ,对 于 在 定义 域 上 的 可 微 函数 来 说 ,其 导 冰 数 在 定 
义 域 上 的 积分 值 与 原 函 数 在 定义 域 边界 上 的 值 有 着 紧密 的 联 
系 . 在 一 维 的 情形 时 ,一 元 国 数 的 Newton 一 Leibniz 公式 

上 readz = 1(6) 一 Fa) 

就 是 这 一 事实 的 表现 . 而 反映 在 多 维 空间 的 多 元 函数 的 微 积 分 
理论 中 , 正 是 著名 的 Green 公式 ,以 及 相继 的 Gauss 公式 和 
Stokes 公式 . 当然 ,这 些 极 重 要 的 成 果 的 获得 是 始 于 物理 学 课 
题 的 深入 探讨 ,其 核心 是 位 势 理论 的 展开 . 例如 Green 的 工作 就 
是 旨 在 把 位 势 函数 的 概念 移 用 到 电磁 学 的 研究 中 . 自学 成 才 的 
Green 是 沿 欧洲 大 陆 工 作 路 线 前 进 的 第 一 个 英国 数学 家 ,在 他 的 
影响 下 ,形成 了 剑桥 强大 的 数学 物理 学 派 . 其 中 包括 W. Thom- 
son、 G. Stokes、 Rayleigh 以 及 C. Maxwell. 
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第 十 三 章 ”多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


从 这 章 起 我 们 开始 讨论 多 元 函数 ,着 重 讨论 多 元 数值 函数 ， 
略微 介绍 一 些 多 元 向 量 函 数 的 基本 知识 . 对 于 多 元 数值 函 效 , 主 
要 讨论 二 元 和 三 元 函数 . 因为 从 一 元 函数 到 二 元 函数 不 是 简单 
的 推广 ,会 提出 一 些 一 元 函数 所 没有 的 新 间 题 ,即使 看 似 握 一 元 
函数 相同 的 问题 ,也 会 出 现 一些 新 的 特征 ,所 以 两 者 有 质 的 不 
同 . 而 从 二 元 函数 过 渡 到 多 元 函数 只 是 自 变量 个 数 的 增加 .从 分 
析 的 观点 来 看 ,两 者 没有 什么 质 的 区 别 . 此 外 ,讨论 二 元 函数 不 
仅 书 写 简明 ,而 且 可 以 用 几何 图 形 来 表示 各 种 量 之 间 的 关系 , 便 
于 读者 理解 所 述 的 概念 和 方法 . 


S31 平面 点 集 论 
1.1 邻 域 与 点 列 极限 
我 们 用 R: 表示 欧 氏 平面 ,在 取 定 标准 基 的 情况 下 ,平面 上 

的 点 PP 可 以 用 坐标 (zx，y) 来 表示 .平面 上 两 点 Pi (xl， wi ) 与 
卫 : (zz， yz ) 之 间 的 距离 定义 为 

d(P;, Pi)=V (xi— Zz) + Cy — y2). 
称 平面 上 以 P。 为 心 , 以 正 数 s 为 半径 的 开 圆 是 P。 点 的 一 个 
z 邻 域 ,简称 为 P。 点 的 邻 域 , 记 作 : 

U(P,; e)= {PER’|d(P, P,)< e). 
邻 域 U(P。; se) 中 除去 已, 点 , 称 为 已 点 的 一 个 空心 邻 域 , 记 
作 : 


U’ (Po;e)= {PER’|0<adP, Po)< es). 


t+ 小 


本 
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上 和 误 


借 流 了 禁 贞 痪 薄 相 溉 加 司 求 项 届 


设 {P. (Xs， yn) ) 为 平面 上 一 点 列 ，Po (ze ，y% ) 为 一 定点 ， 
车 对 任意 P。 点 的 邻 域 QU (Po;e), 总 存在 正 整 数 N, 当 
n>N 时 ,有 
P, € U(P,; e), 
则 称 点 列 {P;} 收 全 于 点 Po ,或 称 nn 趋 于 无 穷 时 ,点 列 {P,} 有 极 
限 点 Po. 记 作 : 
limP, = Po, 


或 
P,— P, (n— 0). 
由 不 等 式 
1 
|z | Vx xo) + (Cy; — yo)’ 
| y,— wo| 


< |z— zol|+ | — yo|, 
可 看 出 点 列 {P; }) 收 人 钱 于 点 Po。 的 充分 必要 条 件 是 : 实数 序列 
{z 和 {3 分别 收敛 于 ze 和 yo. 
容易 证 明 , 若 点 列 {P, } 有 极限 点 , 则 极限 点 P。 必 唯一 ,有 
{P, } 有 界 , 即 存在 常数 M, 使 对 所 有 的 mn, 有 
a(P,, 0) 达 MM, 
或 
[zl M, 1 入 AM. 


1.2 开 集 、 闭 集 、 区 域 


这 里 介绍 几 个 有 关 的 术语 和 概念 . 记号 表示 平面 点 集 . 
(1) 内 点 设 PEE, 如 果 存 在 se>0, 使 
U(P; s) CE, 

则 称 P 是 集合 E 的 内 点 .集合 五 的 所 有 内 点 组 成 的 集合 , 称 为 
忆 的 内 部 , 记 作 EE*. 一 个 集合 瑟 的 内 部 可 以 是 空 集 , 记 作 好 . 如 
E= {(z, y)|zx’+y <1}, 

E’= {(zx, y)|z’ + <1}; 

已 = {(x, y) | Xx, y 为 有 理 数 !, 五 = 2. 
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(2) 外 点 ” 设 PEE, 如 果 存 在 e 之 0, 使 
U(P; e) NE= 9%, 

则 称 PP 是 E 的 外 点 . 

(3) 边界 点 ” 设 PER:, 任 给 es>0, 若 U(CPi se) 中 既 有 已 的 
点 ,又 有 非 玉 的 点 , 则 称 P 是 EE 的 边界 点 . E 的 所 有 边界 点 的 
集合 称 为 五 的 边界 , 记 作 3E. 注意 , E 的 边界 点 可 以 属于 ,也 
可 以 不 属于 E. 如 

E= {(z, y)|z+y <1}, 
aE = {(zx, y)|x’:+y = 1); 
下 = i(z, y) | x, 3 为 有 理 数 | ，3 = R?. 

(4) 开 集 ”车 E=E", 即 集合 EE 的 点 都 是 内 点 , 则 称 玉 为 开 
集 . 容易 证 明 邻 域 U(P。; s) 是 一 开 集 . 因 空 集 的 内 部 是 空 
好 "= 好 ,所 以 空 集 是 开 集 . 关于 开 集 有 下 列 性 质 : R: 与 好 是 开 
集 ; 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ;任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

(5) 聚 点 设 PuER:, 若 任 给 e>0, 总 有 

LU(Poie) NE¥G, 

即 P, 点 的 空心 邻 域内 总 有 五 的 点 , 则 称 P, 是 EE 的 聚 点 . 的 
聚 点 可 以 属于 E, 也 可 以 不 属于 E. 在 R? 中 ,EF 的 内 点 一 定 是 EE 
的 聚 点 . 

若 P,E 五 ,存在 s>0, 使 

U*(Po;e) 门 王 = $8, 

则 称 P, 是 五 的 孤立 点 .不 是 孤立 点 的 边界 点 一 定 是 王 的 聚 点 . 

定理 13.1 点 P, 是 集合 五 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 : 在 
忆 中 存在 收敛 于 Po 的 互 异 点 列 (也 , }. 

证 明 充分 性 显然 . 证 必要 性 . 取 &==1, 由 U*(Po; 1) 人 站 E 


#08,3P1EU' (Ps; 1) NE 人 Somin(#, dPi, P) |>0, 
由 U*(Po; 6) 门 E 关 3， 3P EU'(P; e) ME, …, 令 
,=min{ 志 ， d(P,1, Po)j > 0， 由 U*( Po eu ) NEG, 


俯 漆 脏 虹 滨 水 吕 举 融 Hl 米 ” 册 册 十 以 
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碎 洲 阱 虹 怖 菏 避 六 区 Hi 以 机 | 川 十 洲 


39 PEU"(P,; 6) NE. 依 此 下 去 , 求 出 互 异 点 列 {P,}CE,F 
P,->Po(n 一 20). 证 些 . 

据 此 ,我 们 也 称 五 的 聚 点 为 五 的 极限 点 . 集合 五 添加 它 的 
所 有 聚 点 的 集合 称 为 已 的 闭 包 , 记 作 天 .显然 EC 天 ,所 = 蕊 ， 
R’ ==R’. 

(6) 闭 集 ” 若 EE=, 即 集合 玉 含 有 所 有 它 的 聚 点 , 则 称 下 
为 闭 集 . 闭 集 有 下 列 性 质 : R: 与 儿 是 闭 集 ; 有 限 个 闭 集 的 并 集 
是 闭 集 ;任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

(7) 余 集 ”集合 R\E 称 为 E 关于 R* 的 余 集 , 记 作 已 .可 
以 证 明 , EF 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 E' 为 开 集 . 在 R’ 中 ,除了 R: 
与 好 是 既 开 又 闭 的 集合 外 ,不 存在 其 他 既 开 又 闭 的 集合 . 

(8) 区 域 对 于 EE 中 的 任意 两 点 ,车 总 能 用 属于 EF 的 连续 
曲线 连接 此 两 点 , 则 称 玉 是 道路 连通 集 . 若 DD 既是 道路 连通 集 
又 是 开 集 , 则 称 D 是 区 域 . 如 D= (zx, y)|xE€ER, y>>01， 
D={(x, y)|1<x’: 十 六 之 4}, D 二 R’ 一 2Z 等 集合 都 是 区 域 . 

车 DD 是 区 域 , 则 称 D 是 闭 区 域 . 

车 集合 已 内 任意 两 点 P, 、P: 的 联 线段 瑟 严 也 属于 巨 , 则 
称 互 是 凸 集 . 类 似 可 定义 凸 域 . 

注 ”存在 区 域 DD, 使 (D)" 关 D, 如 D= (zx, y)|x: 十 yy 之 1| 
一 {(z,， 0)10&z<11, 则 (DD)"={(zx, y)|z’: 二 Ty <1} 关 D. 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. 设 4ACB, 试 证 明 4"CB", ACB. 

2. 试 证 明 五 是 R* 中 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 F' =-R*\E 是 
开 集 . 

3. 设 G 为 开 集 ,车门 G== 多 , 试 证 明 E 站 G= 2. 

4. 试 证 明 : oaE=E\E.. 

5. 若 把 R: 中 子 集 和 看 成 基本 空间 ，P,EX, 定 义 P 点 邻 
域 为 U(P。; ee) 二 {PEX|dCP, Po)<e). 问 集合 ECX 的 孤 
立 点 是 否 可 以 是 E 的 内 点 . 除 和 与 好 是 既 开 又 闭 的 集合 外 ,是 


否 有 其 他 既 开 又 闭 的 集合 . 
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1.3 完备 性 定理 
定理 13.2( 收 敛 原理 ) 点 列 {P,} 有 极限 点 的 充分 必要 条 
件 是 : Ye>0， 习 和, 当 7， mm>N 时 ,有 
dal(P,, P,)< e. 
(我 们 称 满足 上 述 条 件 的 序列 为 Cauchy 列 ) 
证 明 必要 性 显然 . 证 充分 性 . 设 点 P, 的 坐标 为 (x,，y,) 
(n 二 1,，2,…), 由 条 件 可 得 


| — x | 


2 Ym 


根据 数列 的 收 化 原理 , 知 数列 {zx } 和 1{y})} 有 极限 xz。 和 yo. 记 点 
(zeo，2yo ) 为 PP, , 即 得 点 列 {P,) 有 极限 点 Po. 证 毕 . 
相应 于 区 间 套 定理 ,我 们 有 闭 集 套 定理 . 记号 diamE 表示 
集合 五 的 直径 ,其 定义 为 ; 
diamE 一 psp A CD, ,PP,). 
定理 13. 3( 闭 集 套 定理 ) 设 {F,} 是 非 空 闻 集 列 ,满足 : 
(1) Fi DF D:DF,D; 
(2) diamF,—0 (n—>o00). 
则 存在 唯一 一 点 P。 属 于 所 有 闭 集 FF,: 
= NF,. 
证 明 在 每 个 F, 中 任 取 一 点 P;, 得 一 点 列 {P,}. Ve 
汪 0, 由 diamF, -0 (0 一 co)， 了 入 ,使 
diamFN < es， 
所 以 当 n, > 时 ,由 于 PEFCFv，P,EFCFNv, 可 得 
aq(P,, P,)< diamFwv < &. 


根据 收 钱 原理 ,存在 点 Po ,使 
limP, = P,. 


固定 x, 当 n 宇 m 时 , P, EF。 和 下 为 团 集 ,可 得 PEF 由 7 


笠 潜 崇 业 沉 漳 于 并 区 六 山川 十 以 
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席 瓣 彬 灿 珊 薄 下流 区 洁 惧 贡 吊 十 波 


的 任意 性 , 即 得 P,€ 站. 


假设 还 有 一 点 PE 们 FF,, 则 
d(P,, P* )< diamF,, 

令 co ,得 daCP,,，P")=0, 即 有 了 ,= 已 .证 毕 ， 

定义 13.1 者 在 定义 有 距离 的 空间 和 中 , 任 一 Cauchy 列 
都 有 极限 点 , 则 称 空间 X 是 完备 的 . 

由 定理 13. 2 看 出 , R* 是 完备 的 .事实 上 R: 中 闭 集 XX 视 作 
空间 也 是 完备 的 ,而 X= 二 R’ 一 1(0, 0)} 是 不 完备 的 . 

思考 练习 解答 下 询问 题 ; 

1. 闭 集 套 定理 中 略 去 条 件 (2) ,是 否 有 

NF,z¥9. 

2. 证 明 : diamE=diamE. 
1.4 紧 性 定理 

定理 13, 4(Bolzano) 有 界 点 列 必 能 选 出 收敛 的 子 列 . 

证 明 ” 设 点 列 {P, (xz,， ys))} 有 界 , 即 存在 常数 M ,使 


[zl M, ly lM (n=1,2,..%). 
-元 国 数 的 Bolzano 定理 ,从 序列 {xz} 中 可 选 出 子 刚 (xz, }， 


出 一 
使 
1imzm 一 Xo. 
对 应 子 列 {3w ,又 可 选 出 子 列 {y,，) ,使 
limy,, 一 yo. 
所 以 子 列 { (zw ，3m )} 即 为 所 求 子 列 . 证 毕 
开 集 族 9= {G, ) 称 为 集合 巨 的 开 覆 盖 , 如 果 巨 中 每 一 点 至 
少 属于 名 中 某 一 个 开 集 ,或 EC UG。. 
定理 13. 5 ( Heine 一 Borel) 设 E 是 非 空 有 界 闭 集 ， 
9 一 {G,) 是 FE 的 一 个 开 覆盖 , 则 从 多 中 必 能 选 出 有 限 个 开 集 GG ， 
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Cr ， 2 G, ,使 
EC UG. 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 9 中 不 存在 E 的 有 限 子 覆 盖 . 因 EE 
有 界 , 所 以 可 作 闭 正方 形 Q,: |z|<M, 1y|<<M 包含 E, 令 下， 
=QmE. 将 Q 分 成 四 个 相等 的 小 闭 正方 形 ,其 中 至 少 有 一 个 
小 闭 正方 形 Qs 满足 条 件 : (1) F, 一 Qs 门 已 是 非 空 有 界 闭 集 ; 
(2) 乡 中 不 存在 已 的 有 限 子 覆盖 

重复 这 一 作法 ,得 一 闭 正 方形 序列 {Q,) ,相应 有 闭 集 列 
(一 Qu. 站 E} ,满足 : (1) FiCEF,(n 一 1 2,…); (2) diamF, 
一 0 (mco); (3) 9 中 不 存在 .F, 的 有 限 子 覆 盖 

由 闭 集 套 定理 ,存在 一 点 PuE 门 F, ,特别 PE Ri = 巨 因 邓 
是 下 的 开 覆 盖 , 所 以 有 开 集 GE 9, 使 PuE G, 也 就 有 P 点 邻 域 
U(P,; 8)CG. 由 于 diamF ,一 0 (2->co) 和 PE 天 , 故 当 7 充分 
大 时 ,有 F,CUCPo; e)CG, 它 与 中 不 存在 F, 的 有 限 子 覆盖 
矛盾 . 这 矛盾 说 明 反 证 法 假设 不 成 立 , 即 乡 中 存在 已 的 有 限 子 
覆盖 . 证 毕 . 

注 若 忆 是 开 集 , 定 理 可 以 不 成 立 . 如 E={(z, y) | x 十 y 


< 让 , 取 9= 1G,) ,其 中 G.= | 本 + 一 于 Cn 
一 1, 2,…) ,显然 终 是 巨 的 一 个 开 覆 盖 , 但 少 中 选 不 出 有 限 个 
开 集 覆 盖 EE. 

定义 13.2 ”如 果 集合 K 的 每 个 开 覆 盖 , 总 含有 一 个 有 限 子 
覆盖 , 则 称 开 是 紧 集 

由 定理 13. 5 可 看 出 , R* 中 任 一 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. ECR: 是 无 界 集 ,说 明 9= (G,) (其 中 G,=|PER’| 
d(P, 0)<mj) 是 已 的 一 个 开 覆 盖 , 问 是 否 有 有 限 子 覆 盖 ? 


2. 设 ECR 有 不 属于 巨 的 聚 点 了, ,说 明 g= {G,} (其 中 G， 
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=|PER (P,P,)> 直 | ) 是 E 的 一 个 开 覆 盖 , 问 是 否 有 有 
限于 覆盖 ? 
53. 证 明 KCR* 是 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 : K 为 有 界 闭 集 . 
4，ECR’ 仅 有 有 限 个 聚 点 , 且 属 于 已, 问 已 是 否 是 紧 集 ? 


§2 多 元 函数 的 极限 
2.1 映射 与 多 元 函数 的 概念 


设 X、Y 为 两 集合 , 上 是 一 个 对 应 规则 , 若 对 于 焦 合 X 中 
每 一 个 元 素 x EX, 根 据 对 应 规则 f, 在 集合 Y 中 有 唯一 的 元 素 
y 与 之 对 应 , 则 称 上 是 X 到 YY 的 一 个 映射 , 记 作 

f: XY,X hy = f(r). 

我 们 称 X 为 映射 的 定义 域 , Y 为 取 值 域 , 象 集 f(X)== |y| 
y 二 f(x), XE XI 为 值 域 . 

若 ACX, 称 集合 f(A)=={yEY| jx€h, y= 一 f(x)| 为 A 
在 映射 f 下 的 象 . 若 BCY , 称 集合 广 :(B) 一 |zEXIACz)EEBI 
为 吾 在 映射 了 下 的 逆 象 . 

车 xi 关 zs 时 ,有 f(xi) 关 f(xz), 或 fr) 二 f(xz) 时 ,可 
推出 z=:x; ; 则 称 映射 是 单身 或 单 时 . 若 /( 关 )==Y , 称 映射 是 满 
射 . 既是 单 射 又 是 满 射 的 映射 称 为 双 射 . 

若 XCR",YCR", 则 称 ?一 (xz) 是 多 元 向 量 函 数 ,记号 *， 
y 理解 成 维和 xm 维 欧 氏 空间 中 的 点 或 向 量 . 当 m= 二 1 时 , 称 映 
射 y= f(x) 是 n 元 数值 函数 ,简称 元 函数 . 二 元 函数 常 记 作 
z 二 A(P) 或 z= 二 f(x,y), 记 号 x,y 理解 成 平面 上 点 的 坐标 . 

严格 来 说 给 定 一 函数 ,必须 指明 其 定义 域 取 值 域 和 对 应 规 
则 . 但 有 时 只 给 定 对 应 规则 或 公式 z= 二 f(z，y), 这 时 我 们 约定 
函数 的 定义 域 忆 即 为 使 公式 有 意义 的 (z，y) 取 值 集合 , 取 值 域 
为 及 . 给 定 函 数 x*= A(z，y) ,变量 zx、y 称 为 自 变量 ,变量 z 称 为 


因 变 量 . 函数 可 以 用 空间 直角 坐标 系 Oryz 中 的 曲面 来 表示 . 先 
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在 Ozy 坐标 平面 上 画 出 定义 域 忆 , D 内 任 取 一 点 P(x，y), 求 
出 对 应 的 x 二 f(x, y) 值 ,然后 在 空间 画 出 点 M(z，?，z). 让 点 
P 在 D 内 变动 并 扫 遍 整个 定义 域 D ,相应 地 点 M 在 空 间 中 国 出 
一 张 曲面 S( 严 格 地 说 是 一 空间 点 集 )( 图 13-1) ,所 以 给 定 二 
六 数 也 常 说 成 给 定 一 张 空间 曲面 . 


2 Ss z= f(x,y) 


= 


二 元 函数 除 用 曲面 表示 外 ,也 可 用 平面 上 一 系列 等 位 线 来 

表示 . 称 平面 点 集 
{(x, y) | f(z, y)=C| 

为 曲面 x 二 f(x, yy) 的 等 位 线 或 等 高 线 , 它 是 垂直 于 = 轴 的 平面 
z 二 C 与 曲面 > 二 f(x, y) 的 交 线 在 Oxy 平面 上 的 投影 . 通常 取 
一 系列 等 距 的 C 值 ,在 平面 上 夯 出 这 些 等 高 线 ,根据 等 高 线 的 
芯 密 分 布 ,可 以 想像 出 曲面 的 大 致 形状 . 

三 元 函数 4 二 f(x, y, z) 是 四 维 空间 中 的 点 集 ,用 等 位 面 
的 方法 可 以 给 出 在 二 维 空间 中 的 几何 表示 . 

思考 练习 ”给 定 映 射 f; X 一 Y, 设 4.CX，B.CY, 试 证 
明 : 

1. /CU4。 )=Uf A, ) ， ACn4CS MACA) , 当 了 三 是 单 
射 时 ,包含 号 可 改 为 等 号 . 

2. f° (CUB =Uf (BB), f° (NB )= Nf (Bo)， 
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俯 潍 栗山 洒洒 导 六 图。 冰 上 十 器 
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娠 流 朵 灿 视 魏 舍 构 区 过 慌 ” 贡 刷 十 波 


3. j( 广 (B))CB, 当 了 是 满 射 时 , 式 中 包含 号 可 改 为 等 


号 . 
4. ACf"1(f(A)), 当 是 单 射 时 , 式 中 包含 号 可 改 为 等 

号 . 

2. 2 全 面 极限 


定义 13.3 设 f(P) 在 集合 上 定义 ,，P。 是 王 的 聚 点 . 若 
任 给 s>0, 总 存在 S>0, 当 PEU (Pi 6) 门 EF 时 ,有 f(P) 
EU(A; s) , 则 称 已 趋 于 Pu。 时 ,函数 f(P) 有 极限 A, 记 作 : 
lmf(P)=A(PEE). 
上 面 用 邻 域 术 语 刻 画 动 点 已 与 定点 Po 充分 接近 时 , 动 点 
的 函数 值 f(P) 与 A 充分 接近 . 定义 也 可 用 不 等 式 来 表述 : 
Ve>0, 36>0, 当 0<d(P，P,)<9 时 ,有 1FCP) 一 AT<:- 


为 了 与 累 次 极限 比较 ,函数 极限 也 可 如 下 定义 . 
定义 13.4 设 f(x, y) 在 集合 上 定义 ,，(zxo， wo) 为 玉 的 
聚 点 . 若 任 给 se>>0 ,总 存在 6>0, 当 |zx 一 zo | 过 5, |y 一 yo | 二 6, 
且 (zxo, yo) 隆 (xz, y)EE 时 ,就 有 | f(x, y) 一 A 过 e, 则 称 (zxz， 
y) 趋 于 (ze ，y ) 时 ,函数 f(x, y) 有 极限 A, 记 作 : 
A(x, y)=A 


(=， De 
或 
jim f(z, y)=A ((z，y) €E). 

上 述 两 个 定义 是 等 价 的 . 因为 对 任 给 。 之 0, 若 按 定义 13. 3 
存在 圆 形 邻 域 , 则 一 定 存在 符合 定义 13. 4 的 方形 邻 域 ;反之 ,车 
按 定义 13. 4 存在 方形 邻 域 , 则 一 定 存在 符合 定义 13. 3 的 圆 形 
邻 域 . 

类 似 于 一 元 函数 极限 的 讨论 ,对 二 元 函数 极限 同样 有 极限 
值 唯一 性 ,函数 局 部 有 界 性 ,极限 的 四 则 运算 (除法 运算 时 ,要求 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


分 母 的 极限 不 为 零 ) ,极限 不 等 式 , 极 限 的 收敛 原理 ,上 下 极限 
等 . 

同样 可 引入 无 穷 小 量 和 高 阶 无 穷 小 量 概念 . 两 无 穷 小 量 之 
和 为 无 穷 小 量 ,有 界 变量 与 无 穷 小 量 之 积 为 无 穷 小 量 . 例如 利用 
有 界 变量 与 无 穷 小 量 之 积 为 无 穷 小 量 可 得 


lim “y= 
2 Z2 十 时 0 和 十 入 
. . 1 .1 
lim(zx 二 yy)sin 一 sin 一 一 0. 
0 x y 


由 极限 定义 可 知 ,函数 /(x，y) 的 极限 为 A, 允许 动 点 (x， 
y) 沿 任何 方式 趋 于 定点 (zo。， yo ) ,所 以 也 称 4 为 函数 的 全 面 极 
限 . 如 果 动 点 沿 两 条 不 同 的 曲线 趋 于 定点 时 ,函数 f(x, y) 的 极 
限 值 不 等 , 则 函数 的 全 面 极限 不 存在 . | 

例 1 柯 论 极限 az 十 交 二 了 

解 ”考察 点 (z， ) 沿 直线 y= kz 趋 于 (0, 0) 时 ,有 

lim— lim kz =- 

2 十 和 z=0 (1 二 kk )r 1 十 
可 见 当 取 不 向 值 (如 k=1, 2) 时 ,上 式 极限 值 不 同 ,所 以 所 求 
函数 的 极限 不 存在 . 


例 2 讨论 极限 ji-7 革 记 
十 y 
解 ” 让 点 (xz， y) 沼 是 直线 一 kz 趋 于 (0, 0) 时 ,得 


3 


lim m 一 一 
0 XT z=0 Thx? 


让 点 (Tz,，») 沿 抛物线 y 一 xz? 趋 于 (0,，0) 时 ,得 


所 以 函数 的 极限 不 存在 . _13 


笠 洪 附 虹 而 匡 避 六 区 日! 壤 ” 城 ll 十 梁 
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2.3 票 次 极限 


前 面 讨 论 的 极限 ,要 求 变量 xz 和 yy 同时 趋 于 x。 和 y%. 还 可 

以 讨论 变量 zx 和 yy 先后 相继 地 趋 于 ze。 和 yo 的 情况 . 
定义 13.5 设 F(z, y) 在 0 和 |z 一 zol<a,， 0 过 |y 一 y | 过 
a 上 定义 , 若 对 任意 固定 的 值 y(0<<|y 一 yo |<a) , 当 x>xo 时 ， 
国 数 f(x， y) 的 极限 存在 , 记 lim f(x， y) 二 9(y); 义 当 y 一 yo 


时 ,函数 p(y) 的 极限 存在 ， ialimg(3)= A. 则 称 A 是 函数 f(x， 


先 对 .+ 后 对 y 的 累 次 极限 ， 记 作 ， 
lim lim/f (x, y) = 


同样 可 定义 先 对 y 后 对 x NE 
lim lim f(x, y) = 


x y™ 


全 面 极限 与 累 次 极限 究竟 有 什么 关系 呢 ? 如 函数 f(x,») 
=(z+y)sin sin 了 , 当 (z，?)-(0，0) 时 ,已 知 全 面 极限 为 
零 .但 极限 lim/(x，») 与 limf(z，y) 不 存在 ,所 以 两 个 累 次 极限 
不 存在 . 又 如 2. 2 节 例 1 中 函数 的 全 面 极限 不 存在 ,但 两 个 累 次 
极限 存在 : 


工 
lim lim 一 = 0, lim lim 一 全 一 一 0. 
0 m0 ry 0 yr TI 二 


这 说 明 全 面 极限 与 两 个 累 次 极限 存在 与 否 及 是 否 相 等 ,不 是 无 
前 提 的 . 要 两 者 存在 并 且 相 等 , 必须 再 添加 一 定 条 件 . 

定理 13.6 设 F(z, y) 在 0 二 |z 一 z|<a, 0 所 |y 一 和 | < 
a 上 定义 , 且 lim f(z， y) 王 4 (有 限 或 无 限 ); 对 任意 固定 的 


— 


y 


y(0<|y—» | <a), 有 lim f(x， y) 二 9(y), 则 
lim lim fx, y) = lim?(y) = 


yy TT 


证 明 只 证 A 为 有 限 情形 . Ve>0, 由 全 面 极限 存在 , 35 
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之 0 (6<ia), 当 0 过 jx 一 zo| 过 6, 0 过 |y 一 yo | 二 6 时 , 恒 有 
| f(x, y)—A|<e. 
国定 y: 0 过 |y 一 y | 过 6, 在 上 式 中 令 x 一 xo, 得 
| 9(y) ~ Al<e. 
根据 一 元 函数 极限 的 定义 ,上 式 即 为 
limg(y) 二 A. 证 毕 
若 在 定理 13. 6 中 limf(z,， ?7) 一 8) 存在 改 为 jimy(7， y) 


二 Vz) 存在 , 则 有 


lim lim f(x, y) = 


I ro YY 


定理 13.6 说 明 车 全 面 极限 存在 ， 两 个 内 层 极 限 存在 , 则 两 
个 累 次 极限 一 定 存在 且 相 等 ,或 两 个 累 次 极限 可 交换 求 极 限 顺 
序 : 
lim lim f(x, y) 一 lim lim/(x, y). 


反之 , 若 两 个 累 次 极限 存在 但 不 等 ， 则 全 面 极 限 一 定 不 存在 . 于 
是 我 们 又 得 到 一 个 全 面 极限 不 存在 判别 法 . 如 

ls 二 一 1， lim lim < > 1, 
了 0 yr0 72 十 人 


lim lim 
30 70 人 


所 以 极限 i 二 所 不 存在 
思 考 练习 入 千 下 列 问题 


1. 求 下 列 函数 的 定义 域 并 作 图 示意 : 
(1) z=1n(y— zx’). 


(2) < (R>r>0)， 


2. 试问 下 列 极限 是 否 存在 ?车 存在 则 求 出 极限 : 


sin(Z 十 办) 、 
(Din (9) te. 


I 


Ty 
(3) ls (x 十 y*0). 0 lm (a ) . 


诬 洲 及 册 况 薄 可 料 区 Bi 宙 ll 二 波 


俯 漆 朵 业 天 菠 于 兴 匡 Hl 共 册 |ll 十 以 
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(5) tim (114)™, (6) lim ( 2 


十 号 下 并 
re 十 co 


3， 对 4A= 十 co 情形 证 明定 理 13. 6. 

4. 设 f(z, 3) 在 0<x<1, 0 二 y<<1 上 定义 ,在 (0,，0) 点 沿 
各 方向 的 方向 极限 均等 于 A, 两 个 累 次 极限 均 为 B, 是 否 必 有 A 
二 8B. 考察 例子 


5. 设 f(x, yy) 在 0<<|x 一 a|< 全 ,0 过 |y 一 6|< 二 让 上 定义 ， 
并 满足 : 

(GD -linf (zx, y) =—9(z); 

(2) limf/ (zx，y) 一 J(y) 一 致 存在 , 即 Ve>>0，36>>0(8 只 
与 s 有关, 与 y 无关), 当 0 所 1z 一 a|<6<0 时 ,对 Yy: 0<< 
1y 一 61<6, 恒 有 | f(zx, y) 一 $y)|<e. 

试 证 明 : 

(1) 累 次 极限 jimlimy (xz， 2) 一 limp(Z) 一 人 存在 . 

(2) 累 次 极限 jimlimy/ (xz， 2) 一 limy(y) 一 人 存在 ， 

(3) 全 面 极限 limf (zx, y)=A. 


yb 


$3 多 元 国 数 的 连续 性 
3.1 数值 函数 的 连续 性 


定义 13.6 设 f(x, yy) 在 集合 上 上 定义 , (xo, y)EE. 
若 Ve>0, 36>>0, 当 |zx—zxo|<6, |y—y | < H(t, y)EE 
时 , 恒 有 |f(z, y) 一 f(zo, yo)| 二 se. 则 称 函 数 f(xz，y) 在 
(zo ， Yo ) 点 连续 . 

由 定义 可 知 , 若 (zo, xo) 是 上 的 孤立 点 , 则 f(x，y) 在 
(Zo ，y% ) 点 连续 . 若 (xo, yo) 是 上 的 察 点 ,， f(x, yy) 在 Cxo， yo) 点 
连续 即 
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im f(x, y) = f(xo, yo). 
(xr, I Cro, > 


若 函 数 A(z,，y) 在 五 的 每 一 点 连续 , 则 称 f(x, y) 在 E 上 
连续 .所 有 五 上 的 连续 函数 集合 记 作 C (五 ). 可 以 证 明 连 组 性 对 
四 则 运算 (除法 时 要 求 分 母 不 为 零 ) 是 封闭 的 .所 有 初等 函数 表 
示 的 多 元 函数 在 其 定义 域 上 是 连续 的 . 

定理 13.7 设 ECR: 为 有 界 闭 集 , f(x, y)EE, 则 

(1) f(x, y) 在 EE 上 有 界 , 则 存在 常数 M, 当 (zx, y)EE 时 ， 
有 |f(x, y)|M; 

(2) f(x, y) 在 EE 上 取 到 它 的 最 大 、 最 小 值 , 即 存在 两 点 
(zi y1 ) EE, (zs, y2) EE, 对 任意 (x, y)EE, 有 

fx, yOE f(r, y) < fre, yz); 

(3) F(z，y) 在 巨 上 一 致 连续 , 即 Ve>0, 36>0, 当 EE 上 任 
意 两 点 (zy, 4 )，(Czxz，, yz) 满足 |zxi 一 zx2 | 之 6,， |y1 一 > | 过 6 
时 , 恒 有 |f (zx, yi) 一 f(z2, 2) |<e. 

定理 的 证 明 可 模仿 一 元 函数 相应 定理 的 证 明 ,故此 上 略 去 . 

定理 13.8 设 DCR 是 道路 连通 集 , f(z, y)EC(D), 又 对 
上 两 点 Cri, yi1)，(zz ,2) 满 足 f(x, y1) 达 0，f (zxz, yz) 
>0, 则 存在 一 点 (x”, y”* )ED, 使 f(x” ,yy*)==0. 

证 明 因 DD 道路 连通 , 故 可 作 一 位 于 D 内 的 连续 曲线 
X=Zz(t), y= y(t) (a 声 t 志 6) 连接 (zi, y1) 和 (zz， y2 ) 两 点 , 即 
Xi = x(a), Za = zx(b), 

Ji 一 y(a), 2 一 y(b). 
考虑 一 元 函数 g(1) = 二 f[zx(t), y(t)], 容 易 证 明 g (2?) 在 [a, bj 区 
间 上 连续 ,和 且 g(a)=f (xz, y1)<<0, g(5) 二 f(zxz, 1) 之 0. 应 
用 一 元 连续 函数 的 中 间 值 定理 ,存在 sE [a, 5], 使 8g()==0. 记 
xz’ =7r(é), y’ =y(€), 则 (Cz, y’)ED,H f(x’,y” )=:g(é§) 
二 0. 证 毕 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 


ZY 2 2 
9 十 天 0， y 
1. imate fe 7 分 别 对 xz 以 
0， 2 十 多 一 0， 


席 瘀 谭 灿 加 站 导 玫 区 二 由 考 必 十 小 
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俯 滥 及 业 油 沸 全 六 区 HI 以 ” 需 | 几 十 洲 
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及 » 是 连续 的 ,但 不 是 二 元 连续 的 . 


Xiy 
， 2 -十 2 关 0， 、 
2. 证 明 函 数 f(x， 2 “十 和 ”> 在 过 原点 的 
0 ， Xx 十 yy 二 0， 
每 一条 直线 x 一 tcos0,，y 一 tsini0 (一 co 过 1 之 oo0) 上 一 元 连续 ,但 


不 是 二 元 连续 的 . 

3. 试问 下 列 函 数 是 否 在 全 平面 上 连续 ? 
SInZ SIny 
(GD Fa = yy 7 
1 ， y 一 0. 
sin(Zy) 
(2) f(z, y)=4 工 
y， 工 一 0. 

4. 设 f(x, y) 在 半 平 面 zx>0 上 连续 , 且 对 任意 固定 y% , 存 
在 lim f(x, wm) 一 p(y%). 车 补充 定义 F(0，y) 一 p(y), 试 间 
f(x， yy) 是 否 在 zx 之 0 上 连续 ? 

5. 设 f(x, y) 在 半 平 面 zx>0 上 连续 , 且 对 任意 的 固定 yo， 
存在 极限 lim f(z， y) 二 p(yo). 若 补充 定义 f(0, y) 一 9(y), 试 
证 明 f(x, yy) 在 xz 之 0 上 连续 . 

6. 设 f(x, y) 在 区 域 P 上 定义 . 若 固 定 y 则 对 变量 x 连 
续 , 且 对 y 满足 Lipshitz 条 件 :(L 为 常数 ) 

[flr, y)— fx, y)|SEL|y — yl|. 
试 证 明 /(x, >) 在 D 上 连续 . 

7. 设 f(p) 在 闭 区 域 D 上 连续 , p; ED (i=1, 2),/(pi1) 
<0 且 f (ps ) 之 0, 试 证 明 存 在 p" ED, 使 得 f(p* )==0. 

8. 区 域 D 上 有 界 连 续 函 数 是 否 一 致 连续 . 考察 例子 , 设 D 
是 圆 环 TI<z 十 史 <4 除去 线段 (1，2) 的 区 域 ，g(z，y) 为 (>， 
A 

9. 设 ECR: 上 每 个 连续 函数 都 一 致 连续 , 问 瑟 是 否 为 有 


，Z 天 0， 
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界 集 . 考察 集合 E= |(x, y)|x, yE Zi. 

10. ECR’ , 设 E 上 每 个 连续 函数 都 有 界 ,证 明 玉 是 有 界 闭 
集 . 

11. 设 f(x, 3y) 在 D=1(x, y): a 夺 + 人 A, by 人 BI| 上 连 
续 ，{g,(7)) 在 [a, Aj 上 一 致 收敛 ,日 bg,(x) 夺 B (n= 二 1, 2， 
一), 试 证 明 F(z) 二 f[x， g(x)] 在 [a, 4] 上 一 致 收敛 ， 

12. 设 f(x, yy) 定 义 在 R 上 . 若 它 对 z 连续 ,对 y 连续 且 
单调 , 试 证 明 f(x, y) 二 元 连续 . 


3.2 向 量 溺 数 的 连续 性 


讨论 复合 函数 连续 性 时 ,引入 向 量 函 数 概念 可 以 看 得 更 清 
楚 . 

映射 f: DCR' 一 OCR"” 把 集合 DD 中 的 点 x 映 为 集合 Q 中 的 
点 3, 由 于 点 与 向 量 一 一 对 应 ,我 们 可 以 把 x、y 理解 成 向 量 , 称 映 
射 y 二 A(x) 为 多 元 向 量 函数 . 若 用 上 肢 标 来 表示 向 量 的 分 量 


X= (T,X TI), y= (yy, y, ,yy”), 
则 给 定向 量 函 数 y= 二 f(x) ,等 价 于 给 定 m 个 元 分 量 函 数 : 
y= fi(r, rT, TX )= f(x), 


y= flr 了 TX ) = f(x), 
y” 二 fn (x ，, Ea 一 万 (xz). 
向 量 可 作 加 \ 减 . 数 乘 运算 外 ,还 可 引入 向 量 的 长 度 或 模 , 记 


| xz |=, /9) (x). 
j=1 


两 向 量 之 差 的 模 | xi 一 六 | ,表示 向 量 x 与 x 之 间 的 距离 . 利用 
模 可 定义 向 量 函数 了 在 xoED 点 的 连续 性 . 即 Ye>>0，38>0， 
当 |x 一 wh 1 <6, 且 xED 时 , 恒 有 | f(x) 一 f(xo)|<e. 形式 上 与 
一 元 函数 连续 的 定义 完全 一 样 ,只 是 把 数 的 绝对 值 理解 成 向 量 
的 模 即 成 . 容易 看 出 ,向 量 函 数 F(x) 在 xz 点 连续 ,等 价 于 对 任 


作 
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以 


借 洪 彬 果园 薄 导 玫 贺 导 疏 姓名 


一 点 列 fr CDD， xX, 恒 有 limf (x,) 二 f(xo). 
若 f: D0 在 D 的 每 一 点 连续 , 则 称 向 量 也 数 1 在 D 上 
连续 . 记 所 有 D 到 0 的 连续 向 量 函 数 全 体 为 C(D, 0). 
由 不 等 式 
[f(x)— filxo) | | f(x) — f(r) | 


SAENALSY 


(j= 二 1, 2,…, m) 可 以 看 出 ,向 量 防 数 f: D0 在 D 上 连续 的 
充分 必要 条 件 是 : 太 的 每 个 分 量 函 数 方 : D 一 R: 在 D 上 连续 
(j==1, 2,.……, m). 

定理 13.9 设 f: DCR">QCR” 在 xo。ED 点 连续 , g: 0 
一 ACR 在 y= 二 f(xo)EQ 点 连续 , 则 复合 水 数 g[ f(x)] 或 记 
作 (g。f)(x): D>A 在 x。 点 连续 . 

证 明 Ve>0, 由 g(y) 在 y 点 连续 ,3j 7>0, 当 |y 一 yo | << 
7 日 yEQ 时 ,有 |g(y)—g(yo) |<e. 

对 于 7>0, 由 y= 二 f(x) 在 xo 点 连续 , 36>0, 当 |x 一 xo | < 
且 xED 时 ,有 |y 一 yo |=|f(x) 一 f(xo) | < 

所 以 当 |x 一 xo |<<8 且 xED 时 ,有 |g[f(x)] 一 g[fCxo)]| 
<e. 证 毕 . 

定理 13.10 设 ECR” 为 有 界 闭 集 ，JEC(E,，R"). 则 

(1) f(E) 是 有 界 闭 集 ; 

(2) f(x) 在 上 上 一 致 连续 ; 

(3) 若 巨 是 道路 连通 集 , 则 (已 ) 也 是 道路 连通 集 . 

证 明 证 (1). 先 证 f(E) 有 界 . 假设 f(E) 无 界 , 则 对 每 个 
正 整数 n, 总 存在 x, EE, 使 |f(x,) | 之 n, 这样 得 -- 玉 内 点 
列 {z)}. 因 五 为 有 界 闭 集 , 由 Bolzano 定理 ,存在 子 列 {x )， 
limx。, 二 xo EE, 于 是 有 

lim|f (x )|=+ %. 

这 与 J(x) 在 xz 点 连续 相 了 矛盾 , 故 (FE) 有 界 . 

其 次 证 f(E) 为 闭 集 . 设 yo 为 五) 的 极限 点 ,由 定理 13. 1 
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知 存在 序列 {y,}CA(E), yy 一 yo (n>o0). 因 {y,} 含 在 值 域内 ， 
所 以 存在 序列 {x,)}CE, 使 y, 二 (xs) (nn 二 1，2,…). 应 用 
Bolzano 定理 ，{x, ) 可 选 出 子 列 (x) ,使 limx, 一 名 后 下 再 由 
函数 连续 性 得 
fx0)= limf (x )= limys, = yo 
这 表明 y。€ f(E), 故 f(E) 是 闭 集 . 
证 (2). Ve 之 0, 由 了 在 每 点 xEFE 连续 , 36(x)>0, 当 |x 


一 x|<6(x) 时 ,有 |f(x) 一 f(x)1<5. 
考虑 互 的 开 刷 盖 g 一 人 fx WR 由 于 巨 是 有 界 


闭 集 ,存在 有 限 个 点 x ，xz ，…， x, ,使 

EC Dale aa 2 
令 5= 序 min {Cm )，…，8(0x)) 之 0, 则 当 | 六 一 必 |<8 时 ,在 
已 的 有 限 子 覆盖 中 存在 *(1<m<z) ,使 


x €E U(x Ge ) 或 |x 一 x,| < 一 5 


四 x—x,| SIx—x | |x —x, |<O(x, ), 帮 外 x 在 
一 邻 域 U(x。; 6(x。) ) 内 ,所 以 有 
1 fx ) 一 AD) SIF )— fxr) [+ [f(x )— f(x,) | 
<~e. 
这 表明 f 在 FE 上 一 致 连续 . 
iE(3). Vy, ys EF(E), dx, x EE, 人 使 y= f(r), 
岂 一 FCxs). 由 于 五 是 道路 连通 集 ,所 以 存在 位 于 五 内 的 连续 曲 
线 x 二 x(1) (a 声 1 志 6b) 连接 x 二 x(a) 和 x 二 x(6). 故 存在 位 
于 f(E) 的 连续 曲线 y= 二 f [x(t)] 连 接 yy 二 Jf[x(a)] 和 
二 f[x(5)]. 证 毕 
思考 练习 试 证 明 下 列 命 DO 题 : 
1. 用 反 证 法 证 明定 理 13. 10 中 (2). 
2. 证 明 /在 xo。ED 点 连续 , 充 要 条 件 是 ; W {x }CD, x 


Cn). 
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诫 流 府 灿 哆 薄 登 并 欧 洁 改 ”项 册 十 小 


6 (n>o0), 部 有 limf (x ) = f(xo). 
3.3 ” 同 胚 变换 


多 元 函数 的 逆 函 数 向 题 要 比 一 元 函数 困难 和 复杂 . 

定义 13.7 若 映 射 f; XCR" 一 YCR* 是 双 射 ,日 f 和 由 
(f7“ 拉 (Xx) 二 x(xEX) 所 确定 的 逆 映 射 1 ' : Y 一 X 都 是 连续 
的 , 则 称 为 同 肤 变换 或 拓扑 变换 . . 

一 元 函数 时 , 若 工 为 区 间 ( 开 的 、 闭 的 . 半 开 半 闭 的 )，FCz) 
在 上 连续 . 单 射 , 则 f(7) 也 是 同一 类 型 区 间 , 且 逆 函 数 全 1(y) 
在 f(1) 上 连续 , 而 对 于 多 元 函数 情形 ,由 变换 连续 和 单 射 ,一 般 
推 不 出 道 变 换 在 值 域 上 连续 . 

如 D=1{(r, 0)11<r<2, 0&0<2x1, 0Q=|(xr, y)|l<r 
十 过 4| ,变换 f: D>0 由 x 二 rcos9, y= 二 rsin9 给 出 .显然 在 
D 上 连续 . 单 射 , 道 变换 广 : Q>D 由 r+ 二 Vz 十 y ,0 二 点 (X， 
y) 的 极 角 给 出 , 逆 变 换 /7!' 在 0 与 正 实 轴 相交 的 点 处 不 连续 (图 
13-2). 出 现 这 一 憾事 , 因 D 不 是 区 域 . 若 D 是 区 域 , 我 们 不 加 证 
明 给 出 下 面 定 理 . 

0 pk 


定理 13. 11(Brouwer? 定理 ) 设 DCR: 是 区 域 ,变换 f: 
D 一 R’ 在 DD 上 连续 .单身 , 则 f(D) 为 一 区 域 ,H f:; Df(D) 


OD 布 劳 威 尔 (荷兰 ,1881 一 1967). 
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为 一 同 胚 变换 . 

已 知 一 元 函数 f(z) 在 开 区 间 I 上 连续 . 单 射 , 则 f(z) 一 定 
在 工 上 或 严格 递增 或 严格 递减 . 如 严格 递增 ,我 们 称 了 是 区 间 1 
与 (了 ) 间 的 保定 向 变换 ;如 严格 递减 , 称 是 I 与 (7) 则 的 及 
定向 变换 . 设 D, 0 为 平面 区 域 , 1: D 一 0 是 同 胚 变 换 , 我 们 也 
可 引进 了 是 保定 向 变换 和 反 定 向 变换 概念 . 

设 训 为 了 D 中 一 点 ,变换 了 把 p。 有 映 为 Q 中 一 点 qo. 在 po 点 
邻 域 任 作 一 环绕 po。 点 的 简单 闭路 c,f 把 c 映 为 一 条 环绕 g。 
点 的 简单 闭路 X. 若 当 动 点 p 按 反 时 针 方 向 沿 c 运行 时 , 像 点 
gq 二 了 (Pp) 也 按 反 时 针 方 徊 沿 7 运行, 则 称 在 p。 点 是 保定 向 变 
换 ; 若 当 点 p 按 反 时 针 方 向 沿 c 运行 时 , 像 点 9 按 顺 时 针 方 向 沿 
7 运行 , 则 称 f 在 po 点 是 反 定向 变换 . 

现在 要 说 明 若 同 胚 变换 了 在 一 点 po。 ED 是 保定 向 变换 , 则 
在 所 有 点 p ED 也 是 保定 向 变换 ,也 就 要 说 明 当 动 点 p 沿 环绕 
zp 的 简单 闭路 c 按 反 时 针 方 向 运行 一 圈 时 , 像 点 9 二 A(p) 沿 环 
绕 gq = 了 (p') 的 简单 闭路 7 也 按 反 时 针 方 向 运行 一 圈 . 为 此 我 
们 作 一 如 图 13- 3 所 示 的 辅助 闭路 , 它 是 由 c，c 的 一 部 分 和 ， 
ls; 组 成 ,闭路 的 像 曲 线 由 7Y, 7 的 一 部 分 和 4,Z 的 像 记 ,Ts 组 
成 . 由 于 闭路 一 部 分 的 定向 决定 整个 闭路 的 定向 ,所 以 YY 的 定向 
一 定 是 反 时 针 方 向 ,因为 在 D 内 有 界 闭 域 Di (图 13-3 中 虚线 
所 示 闭 域 ) 上 一 致 连续 , 当 曲线 请, 充分 靠近 时 , 像 曲线 厂 与 
也 充分 靠近 ,不 可 能 出 现 如 图 13-4 中 情形 . 用 同样 方法 可 以 说 
明 , 在 保定 向 与 反 定向 的 定义 中 与 简单 闭路 c 的 选取 无 关 . 


图 13-3 
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关于 紧 集 间 的 同 胚 变换 要 简单 些 . 

定理 13.12 设 ECR" 为 有 界 闭 集 ,映射 /: E->R” 连续 
且 单 射 , 则 由 -1(f(x))= 二 x (xEE) 所 确定 的 逆 映 射 /7 : 
f(E) 一 EF 连续. 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 广 :不 连续 , 3 y,€ f(E), 43e 之 0, 和 
趋 于 的 点 列 { CA(E) ,使 

(CG )—f (yo) |>e. 
记 xo 二 (yo), x 二 f(y) (nn 二 1, 2, …), 由 于 是 有 界 
闭 集 ,总 存在 {x,}CE 的 子 列 {x。 } ,使 
limxw =x EFE, |x—x|>e. 
再 由 了 的 连续 与 单 射 , 得 
limy, 二 limf C(x, )= f(x ) f(x)= yo. 

这 与 {y) 的 取 法 矛盾 .所 以 了!:; f(E) 一 FE 连续 .证 毕 . 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命 题 : 

1. y= 了 一 fx 是 DD 一 {xER"||x|<1) 到 R" 间 的 同 肥 变 
换 . 

2. 设 D=0= {xER"||x| 二 1), f: D-~0 是 同 胚 变 换 , 若 
{x CD, 且 | 如 | 一 1 (n>00), 则 |f (x) |>1 (2 一 cc) 
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第 十 四 章 ”多 元 函数 微分 学 


sl 偏 导数 与 全 微分 
1.1 多 元 函数 的 偏 导数 
二 元 函数 z= 二 f(x, y) 中 车 把 变量 y 固定 ,这 时 它 就 是 变量 
工 的 一 元 水 数 ,将 此 函数 对 zx 求 导 ,所 得 导数 就 称 为 二 元 函数 
z 二 f(T, y) 关 于 工 的 偏 导数 . 
定义 14.1 设 z 二 f(x, y) 在 (xo， yo ) 点 邻 域内 定义 . 老 
lim f (xo 十 Az， 0)— fxo, yo ) 


Axr~0 人 A 工 
存在 , 则 称 此 极限 为 AFLz，?y) 在 点 (ze ，yo) 处 关于 过 的 偏 导 数 ， 
记 作 


业 冰 六 汶 区 寺内 ” 世 为 十 浊 


9f (xo, 0) 或 af 


9 并 9 工 ca 
也 记 作 : 
fi zo, Yo) 或 fi (Xo, yo). 
注 和 是 一 整体 记号 ,单独 9f, 9x 记号 并 没有 赋予 独立 
意义 ， 
若 < 二 f(z, y) 在 区 域 D 上 定义 ,在 吃 的 每 一 点 都 有 关于 x 
的 偏 导 数 , 则 


gflz, y) > 7 
or 或 f(x, y) 


EEC 


是 万 上 的 二 元 函数 , 简 记 作 区 或 六 或 和 
同样 可 定义 二 元 函数 <=/(z,y) 在 (zo， 4) 点 关于 y 的 
偏 导数 


9f( ? o ) 5 7 
2 或 fy (xo, yo), 


及 区 域 DD 上 的 偏 导 函 数 54 或 /v. 所 以 二 元 函数 在 六 上 有 两 
个 一 阶 偏 导数 . 
例 1 设 f(x, y)=arctan 工 十 , 求 六 (0， 0) ， fi (0, 0). 
l—zxy 


怀 冰 刘海 区 二 必 ” 届 攻 十 泊 


解 因 f(x, 0) 二 arctanz, 所 以 


/ 1 
f:(0, 0) = er 二 1. 


由 对 称 性 知 fy (0, 0)==1. 
例 2 设 u=xz’sinz(z 之 0), 求 其 一 阶 偏 导 数 . 


ou ,1 qu y . gu » 
yr” 'sinz, =x’lnrsinz, =X"cOsz. 
9x ”9y BE4 


由 一 元 函数 导数 的 几何 意义 ,可 得 二 元 函数 偏 导数 的 几何 意 
义 . 设 名 = 二 (zo mm)，AMGCz， %, zo) 为 曲面 S: z 一 Frz，y) 上 
一 点 .考察 曲面 S 与 平面 y= y。 的 交 线 , 偏 导 数 f(xs，yo) 即 
表示 此 交 线 在 M。 点 的 切线 斜率 , 交 线 
在 Mo。 点 的 切 向 量 为 : 

T, = (1, 0, fi (zo, yo)). 

同 理 ， fy (ze，y% ) 表 示 曲 面 S 与 
平面 += 二 zo 的 交 线 在 Me 点 的 切线 斜 
率 , 交 线 在 M。 点 的 切 向 量 为 (图 14- 
1): 

T, = (0, 1, fy (zo, »)). 

26 注 函数 z= 二 f(x, y) 在 (zxo, yo) 
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点 的 一 阶 偏 导 数 存在 ,只 说 明 两 个 一 元 函数 z 二 f(x+， >。) 和 


z 二 f(ro ,yy) 在 (xo， yo) 点 连续 ,得 不 出 在 (x。, Yo) 点 二 元 连 
续 . 如 
1，xzy 关 0， 
f(r, y) = 0 ， zy = 0. 


有 f(0, 0)=f/(0, 0)=0, 显 然 函 数 在 原点 不 二 元 连续 . 
例 3 设 c 人 > 和 1, 试 证 明 改写 . 
证 明 ”问题 等 价 于 证 明 不 等 式 
lnlna + alnb > lnlnb + blna. 
今 y 一 Inb>>0, + 一 I>1, 这 样 证 上 述 不 等 式 只 要 证 明 


lnz > y(zxe’ 一 es ). 
为 此 ,在 区 域 + 汪 1, y 之 0 上 考虑 二 元 国 数 f(x, yy) 二 Xe’ 一 e”. 
因应 (zx,y)=xe’ 一 ze?<0, 说 明 对 固定 的 x 之 1, 函 数 f(x, y) 
是 y 的 单调 递减 函数 ,所 以 
f(r, y) fr, 0) 一 工 一 |. 
如 果 F(z,，J) 魏 0, 显然 有 
lnz > yf (x, y) = y(xe’ — e? ); 
如 果 f(x, y)>0, 即 f(x, y) 二 er[zx 一 e””] 之 0, 同 样 有 
Inz > (zx—1)y> yf (xz, y). 
综 上 便 知 在 x 之 1, y>>0 上 Inz 之 y(xe’ 一 e?) 成 立 . 
思考 练习 解答 下 列 问 题 : 
1. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 . 


(1) zx 二 arctan 语 . (2) = 一 In(z+ 立 ) 
_ : COST 1 
(3) u=e Siny， (4) & FT 


2. 设 z 一 In(er 十 ex), 试 证 明 3 十 至 一 1， 
rT dy 


9u oau OU 
~- 2 2 2 ~ — 
3. 设 w= 二 InvVx 十 y 十 z ,证 明 z5 ty 3y ta: 1. 


上 沪 滩 举 区 Hl” 塌 琶 十 洲 
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du_9v du 9 


4. 设 u=e'cosy, v=e siny, 证 明 元 二 区, 胞 一 殉 : 


1 1 1 ll\Y .op 
5， 信 4 一 序 (7 十 这)sos9， v= 也 (7 一 元 )sin0, 试 证 明 
du_19v 9v___ 19u 
a9r rr90’ or r 90 


6. 设 f(x, y) 在 区 域 D 上 满足 
fi(zr, 人 二 0 三 户 (z，y)， 

证 明 f(x, y) 三 C; 车 f/ (x, >) 二 0, 试 间 f(z, y) 在 也 上 是 否 
可 以 写成 p(y). 

7. 设 f(x, y) 在 凸 区 域 D 上 满足 

[filz, EM, |fylz, y)|<M, 

试 证 明 f(x, y) 在 D 上 一 致 连续 . 

8. 设 f(x, y) 在 a 气 +<<b, ec 入 yd 上 连续 , 且 对 任意 固定 
的 yE [c, d], 都 存在 limf (x, y) 二 9(>). 若 有 关系 式 
Fr 和 M (a<zr<b, eyed), 
试 证 明 在 补充 定义 f(5, y) 一 9(y) 后 ,函数 f(x， y) 在 < 委 Z 魏 
5，c<y 和 4 上 连续 . 
1.2 多 元 函数 的 全 微分 

研究 函数 == /FLz, y) 在 一 点 (xo， yo) 的 性 质 , 仅 有 人 篇 导数 
概念 是 不 够 的 ,需要 有 能 提供 函数 在 一 点 全 部 信息 的 概念 . 如 几 
何 上 由 它 能 推 知 曲面 z=f(x, y) 在 (zxo, 0, z= (Xo， yo ) ) 
点 的 切 平面 存在 ,或 函数 z= A(z，y) 在 (zo，> ) 点 邻 域 可 用 一 
次 函数 


(zy) 二 AGCr 一 za) 十 BC 一 2 ) 
充分 好 地 逼近 ,这 就 需要 引进 全 微分 概念 . 
定义 14. 2 车 函数 z=f(x, y) 在 (zxo， Yo) 点 的 改变 量 Ax 
可 表示 成 
Az = Freo 十 Az,， yAY)— f(r, yo) 
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=AAz+BAyTo(VAz +Ay ), 
其 中 A, B 与 Ar, Ay 无 关 , 而 仅 与 x。，y。 有 关 . 则 称 A(z，y) 
在 (ze ，y ) 点 可 微 , 并 称 AAz 十 BAy 为 f(z, y) 在 (xo，, wy;) 点 
的 微分 , 记 作 

dz = df(zxo, 0)= AAx+ BAy. 

所 以 微分 即 函数 改变 量 的 线性 主要 部 分 . 由 函数 在 (ze ，y ) 
点 可 微 ,得 
lm[ /flrotAx, yt Ay)— flro, y)1]= 0, 


Avy*0 


这 说 明 函 数 在 (zs% ， .yo ) 点 连续 . 
若 在 微分 定义 中 , 令 Ay=0, 得 到 


f(zxo Az, fm, yo) Ao(l| Az |), 


令 Ar~0, 即 得 f(x ,yo) 二 A. 同 理 , 令 Az=0, 可 得 f/ (xo ,yo) 
二 B, 所 以 函数 在 一 点 可 微 , 则 函数 在 该 点 的 两 个 偏 导 数 存在 ， 
且 微分 可 记 为 

df (xo, yo)= fi xo, Ar 二 记 Czo， 加)Ay. 
这 也 说 明 函 数 若 可 微 ,其 微分 式 是 唯一 的 . 


再 定义 自 变量 的 微分 dr 二 Ax, dy 二 Ay, 则 函数 微分 设 终 - 


可 记 作 
df Czxo, yo)= fi zo, yo) dz fi Cro, yo) dy. 

对 一 元 函数 来 说 ,可 微 与 可 导 等 价 . 对 二 元 函数 来 说 , 可 微 
必 有 偏 导 数 存在 . 反之 , 偏 导数 存在 ,函数 可 以 不 连续 ,当然 更 谈 
不 上 可 微 . 但 对 偏 导数 加 些 条 件 ,可 推出 函数 可 微 . 

定理 14. 1 若 函 数 A(z，y) 的 两 个 偏 导数 f; (+，y) 和 
六 (zy 在 (z，) 点 连续 ( 荀 涵 着 偏 导数 在 该 点 某 邻 域 存 
在 ), 则 函数 在 (ze ，yo ) 点 可 微 . 

证 明 利用 一 元 函数 的 微分 中 值 定理 ,我们 有 
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业 阔 太 畔 攻 避 民 ” 贡 为 十 小 


业 池 误 洋 加 Hi 外” 击 琶 十 以 
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Az 王 /(zo 十 Ar tt AY) fro, Yo) 
= f(zotAr, ytAy)— frotAr, Yo) fxrott Ar, 
Yo)— fro, Yo) 
二 fy (zo 十 AX，Yo 十 人 WAy)Ay 十 fi rothAr, yo) Ax 
(0<0 , 0,<=1) 
=f/ (xo, m)Az 十 户 (z，y)Ay 十 aAz 十 BAy， 
其 中 
a = fi (zo tOAr, yo)— fi (ro, yo), 
B= f(xot Ar, % thAY)— fy xo, yo). 
因 偏 导数 在 (x。，y。 ) 点 连续 ,所 以 有 


limea = limB = 0, 
Ar™=0 Ar 一 0 
Ay*0 Ay*0 


也 就 有 
lim 2AT+ PAY 一 0， 
VAT FAY 
即 得 
Az = f(xo, yo)AT+ fy zo, yo)Ay oA AY). 
按 定义 知 函 数 在 (ze ，y ) 点 可 微 . 证 毕 . 
综 上 可 知 , 函 数 在 一 点 连续 和 偏 导数 存在 ,是 函数 在 该 点 可 


” 微 的 必要 条 件 . 偏 导数 在 一 点 连续 ,是 函数 在 该 点 可 微 的 充分 条 


四 


件 ,但 不 是 必要 条 件 . 例如 函数 
2 2 yoi 1 2 2 - 
flz, »-1° to my 
0， Tz 二 > 一 0， 
它 在 全 平面 可 微 ,但 f/ (zx, y), fy (zx, y) 在 (0, 0) 点 不 连续 . 
先 说 明 它 在 (0, 0) 点 可 微 . 因 
Fr(0 十 Arz, 0 十 Ay) 一 (0,，0) 
= (Ar tAY )sin RAT 
=0* Az 十 0， Ay 十 o(v Azx: 二 Ay: ) (Az， Ay-~0)， 
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所 以 AFLz, 区 在 (0, 0) 点 可 微 且 
广 (0,0) =0= 六 (0, 0)， 


又 因 
1 2x 1 
2xs 2 ; 
fz (7, »-| my rrr ty ty 0 
0， ZX? 十 y? 一 0， 
2ysin cos ，ZX2 十 站 关上 0， 
fy(z, »-| > 2 十 ?2 2 十 好 ZX 十 六 十 六 天 
0， 2 十 y2 一 0， 


所 以 当 (z, y) 关 (0, 0) 时 ,两 偏 导数 在 (z，?y) 点 连续 , 故 函 数 在 
(z，y) 点 可 微 . 由 (z,，y) 点 的 任意 性 , 知 函 数 在 全 平面 可 微 . 

当 y=x>0 时, fi (x, y) 极 限 不 存在 , 故 f(x, y) 在 (0， 
0) 点 不 连续 . 同 理 fy (xz, y) 也 只 在 (0, 0) 点 不 连续 . 

例 计算 2.04?“ 的 近似 值 . 

解 取 f(r, y)= 二 Xx”, X= 二 2, AX 二 0.04, y=2, Ay 
二 0. 02. 因 

filz, 9) = yr, fy(x, y) = x"lnr 
在 (2, 2) 点 连续 ,由 定理 14.1 知 f(x, y) 在 (2, 2) 点 可 微 ,也 就 
有 近似 公式 
f(2.04, 2.02) 2 f(2, 2)+ fi (2, 2) x 0.04+ fy (2, 2) 
X0.02 
一 4 十 4 又 0. 04 十 4ln2X0. 02 


-2 
3X3 


二 4.16 十 0. 69X0.08 
一 4. 22. 


=4. 16 十 (了 十 )x0. 08 


这 里 用 到 


31 


-各 


全 
和 二 | 


永吉 姻 泣 加 届 拒 


IE 


类 总 冲 注 区 二 中 山 国 十 激 
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思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 下 列 说 法 是 否 与 微分 定义 等 价 : 
(1) Az 一 AAz 十 BAy 十 ae(Az，Ay)Az 十 6B(Az，Ay)Ay，, 其 


lima(Ax, Ay) = 0 = limB(Ax, Ay). 
Ar>0 Ar—0 
Ay0 Ay—0 


(2) Az 一 AAzr 十 BAy 十 ae(Az)Az 十 RIAy)Ay, 其 中 
lima(Az) =0, limB(Ay) 一 0 
2. 设 及 (xo， wo) 存在 , 户 (z, y) 在 (zo，y% ) 点 连续 ,证 明 
f(x， yy) 在 (xo， Yo) 点 可 微 . 
3. 设 f(z, yy) 在 区 域 D 上 两 个 偏 导数 有 界 , 试问 此 时 
f(x, yy) 在 了 上 可 微 吗 ? 请 考察 另 数 
YY . 
f(r, y) -| XxX 二 yy 
0， Zz 十 y 一 0. 
4. 求 下 列 数 值 的 近似 值 : 
(1) In[(1.02)*+ 二 (0.96)7—1]. 
(2) V(1. 02):+(1. 97)7. 
5. 设 f(z, y) 在 (0, 0) 点 可 微 ，F(0, 0)==0. 若 h(x, yy) 在 
(0, 0) 点 连续 , 试 证 明 函 数 F(x, y) 二 h(x, y)*， f(x, 3y) 在 
(0. 0) 点 可 微 . 


，T 十 y 关 0， 


§2 多 元 复合 函数 的 偏 导数 求法 
2.1 链 锁 法 则 
我 们 来 讨 论 多 元 复合 函数 求 储 导数 公式 . 设 = f(x， yy)， 
而 zz、y 又 是 自 变 量 * 、/ 的 函数 : 
z= p(s, 1), y= Ys, it). 
求 复合 函数 二 [p(s, 1) ,Yls, 1)] 的 偏 导数 . 
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oz 9r 9y 9y - 
nn or oT oy 2 : 
定理 14.2 设 未 、 去 ` 亢 、 齐 住 点 (s,t) 都 存在 , 广 


设 f(x, y) 在 相应 于 (s, ) 的 点 (x+,，y) 处 可 微 . 则 复合 函数 
u 王 [9g(s,z), J(s,z)] 在 (s, 点 的 两 个 偏 导数 存在 , 且 


gu gf 9x ,9f9y 9u _9f 9x ,9f 9 
9s ozg0 dy9s’” at dr ot 9y art 


证 明 我们 只 证 关于 上 的 公式 . 若 给 上 以 改变 量 Ai, 相 应 地 
中 间 变 量 zx, y 有 改变 量 
AXx = p(s, t+ At) — p(s, 1), 
Ay = p(s, t+ At) — Ys, 1t). 
由 于 w= 二 f(x, y) 在 (x, y) 点 可 微 ,所 以 有 


9 
Au — SLAr + YLAy + ol TAY) 


或 
of af ; 2 
Az = Fr 人 Tt ayAY + aAr, Ay)wvAz 十 Ay ， 
其 中 ae(Az，Ay) 满 足 
limal Ax, Ay) = 0， 
并 补充 定义 a(0, 0) 二 0. 于 是 可 得 


Au _ 9f Ax ,9f Ay 
Mt ax Ar 1+ ay A t (St, Ay) 


(SE) + (BM) signaz 
由 于 x, y 对 上 的 连续 性 , 当 At->0 时 ,有 Az 一 0，Ay 一 0, 从 而 
有 a(Az，Ay) 一 0( 此 处 用 到 补充 定义 ) ,这 样 在 上 式 中 令 At 一 0 
取 极 限 , 即 得 


光 - 芝 区 :站 分 me 
考察 两 个 特殊 情形 . 设 x= FA(z，y) ,， zx 二 q(t), y 一 WWD). 这 时 复 
合 函 数 为 一 元 函数 ,所 以 公式 中 偏 导 数 记 号 应 改 为 求 导 记号 : 

du _ 9f dr ,9f dy 


dt 9rdt 9y dt 33 


站 闻 评 举 民 晶 类 ”机 国 十 波 
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怀 阔 功 屯 区 车 山 瑟 十 小 
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义 设 xz， yy, 4),X 二 9(s, 4), yy 二 J(s, 7), 应 用 链 锁 法 则 得 
gu oroz ,9f 9y af 
gt or 9t 十 区 ta 
注 ” 如 果 写 成 下 面 形式 
au du OZ ,9u du | ou 
at grg 9y ot 9 


就 会 导致 混乱 . 因 上 式 左 、 右 两 个 学 意义 不 同 ,右边 的 了 是 4 


作为 x、y、t 的 函数 时 对 4 求 偏 导数 ;左边 的 学 是 w 作为 st 
的 函数 时 对 上 求 偏 导数 . 所 以 书写 时 不 要 采用 易 引 起 混淆 的 写 
法 . 

YI) wou ou 

解 我 们 可 以 引入 中 间 变 量 $、 wy, 把 它 看 成 = f(&, 7)， 

£== zy， 9 一 过 的 复合 函数 ,应 用 链 锁 法 则 得 

Qu _ 9f 35 | 9f 97 af » oaf 

97x a€ dr dnIxr Ya 7: oy’ 
au _ af 9 9f 099 _ of 1 of 


9y dé9y 979y ~ 9€ x oy 
为 了 避免 引入 新 的 中 间 变 量 ,我 们 常 采取 如 下 记 法 : 


口 7 / 了 / y 
着 扩 ( 一 襄 )= 1! 一 学 所 ， 


2 一方 .z 十 方 ， (#)= 2 +i 


gy 并 
例 2 设 x= 王 Acz，y，z)，?7 一 9D(r， 1), t= YJ(x, zx), 求 
Gu(x, 之) 
or 


解 ” 由 题 意 知 x 是 因 变 量 , rz、z 是 自 变 量 , y、t 为 中 间 变 
量 , 应 用 链 锁 法 则 得 
ou / : 9 / 7 / / Di 
Jz 二 应 十 fi: > = fi 二 +f: (9 十 9 天) 


ETEE | 
= Ff , p+ , py 2 

例 3 求证 一 阶 偏 微分 方程 y 号 一 z 如 一 0 有 解 
u 二 f(z" 十 > ), 其 中 了 为 任意 连续 可 微 函 数 . 

解法 一 ” 作 自 变量 变换 : 

工 一 rcos0， y= rsind. 

这 时 消 数 x(z,y) 变 为 函数 U(r, 0), 习惯 上 我 们 把 新 函数 仍 记 
作 u(r, 9). 道 变换 


r=Vr 二 yy， 0 = arctan 之 
ZX 


把 u(r, 9) 又 变 回 到 原 消 数 w(x, y), 把 r, 9 视 作 中 间 变 量 得 


ou ou, 之 ) 
az 9r > 30 7-2 1 


本 六 蕉 媒 区 半 束 习 一 由 


ay gr rr 90\r) 


a ou ou 4 
由 方程 y 区 zx 元 二 0 和 上 式 得 
Ty gu ~、 gu 
070 或 59 
即 ww 只 是 7 的 六 数 , 故 u= f(x 十 y ). 
车 把 x, y 视 作 中 间 变 量 应 用 链 锁 法 则 得 
UL du . au ou du 
荐 二 元 (一 rsinO0) 十 5y(reos6) 一 一 y 区 十 z 3y 0 ， 
故 = (x 十 y*). 
解法 二 ” 作 自 变量 变换 : 
=Xx 二 y ,7=y， 
因 
Ou _ Ou ou . Ou _ ou ou 
3x a ta 9y a ta 
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au au au 、 au 
0 二 yy “5 一 ”57 或 4， 


即 zx 只 是 和 的 函数 , 故 zx 一 .8 十 交 ). 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 用 链 锁 法 则 求 f(x)==u(z)*? (u(xz) 之 0) 的 导数 . 
2. 用 链 锁 法 则 求 z=z”(zx 之 0) 的 偏 导数 . 
3. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导数 : 


rf > 
GD) w=/( 芋 ,六 ). 
(2) u=f (7 +y, TO—y, 27y). 


4. 设 w 一 zx/( 衬 ,三 ) ,其 中 了 可 微 , 试 证 明 满足 方程 


TX 


业 冰 苏 注 区 昌 由 ”性 旧 十 浊 


反之 , 作 自 变量 $=x", 7= 产 ,5 一 的 变换 , 求 上 述 方程 的 解 
5. 设 函 数 f(x，y, z) 满 足 条 件 
flir, ty, tz) = f(r, y, x), t>0 
则 称 了 为 次 齐 次 函数 (n 不 必 为 整数 ). 试 证 明 f(x, y, >) 为 n 
次 齐 次 函数 的 充分 必要 条 件 是 : 
sry te =, y, Z). 


6. 作 自 变 量 蔡 换 + 二 Vvw, y 一 Vwu，z 二 Vuv, 它 把 f(x， 
y，z) 变 为 F(u, v, w), 试 证 明 
zf + yf/ +zf! = uF + EF! +wFu. 
7. 利用 自 变 量变 换 6 一 27y, 7 二 x! 一 y? , 求 下 列 方程 的 解 : 


Au Au __ Ou 24 
(1) yrtray -0 (2) 工 字 > 及 0. 
8， 作 自 变量 变换 $=x, wy 一 +,$ 二 x 一 x, 求 方程 
Qu ,au ， au 
36 oz dy gz 


一 0 
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9. 设 xs(zr，y)，v(z，y) 为 连续 可 微 函 数 , 且 满足 方程 组 
Aau 9v ou 9v 


dr dy’” dy ar’ 
者 作 变 换 x 二 rcos0, y 二 rsin9, 试 证 明 上 述 方程 变 为 
au_ 19v 1au av 


ar ra90 ra gar 
2.2 一 阶 微 分 形式 的 不 变性 
当 xz, y 为 自 变 量 时 ,水 数 二 A(x， yy) 的 微分 为 : 
du = Pdr + Fdy, 
这 里 dr 二 Ax, dy 一 Ay. 若 x, y 不 是 自 变量 ,而 是 变量 *, 上 的 函 
数 ,这 时 复合 图 数 x= f[x(s, t)，y(s, 7 ] 的 全 微分 为 
du = Pds + Pedi 


Qu az | ou Oy) ,| (Qu x 9u ay 
一 ( 雹 ds 9y 庆 )4 + (六 3t "dy 党 jd 


居 立 划 注 区 时 当 ” 出 理 十 让 


= 六 ( 笑 d+ 各 和) 十 半 ( 实 s+ 党 4) 
一 党 dz 十 池 dy 
形式 上 与 zx, y 是 自 变 量 时 的 微分 一 样 , 现 在 dz，dy 不 是 函数 
的 改变 量 ,而 是 函数 的 微分 ,这 就 是 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 
者 w、zv 是 zx、y 的 函数 , 则 有 微分 运算 法 则 : 
d(x 士 zz) = dwt dv; 
dg v) = vdu + udv; 
df u )= vdu— udv 


U v? 


因为 当 u, v 是 自 变量 时 ,上 面 等 式 显然 成 立 , 由 一 阶 微分 形式 
的 不 变性 , 当 wu, ?是 函数 时 ,上 面 等 式 也 成 立 . 
利用 微分 求 偏 导数 ,同时 求 出 所 有 偏 导 数 . 如 本 章 2. 1 节 例 37 | 
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上 六 沪 吕 闪 加 Hl 迷 ”山大 十 潍 
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1 用 微分 来 解 得 


du= frd(zy)+ fid(>) 
=f{(ydz+zdy) 十 捅 ( 一 兰 dr 十 地 dy) 
= (wf! 一 总/ jdt (zf + 二 f7 )dy. 
所 以 
于 = 一 = zf + 
利用 微分 求 偏 导数 ,可 以 不 必 事 先 区 分 变量 是 自 变量 还 是 
中 间 变 量 . 
2.3_ 同 胚 变换 的 Jacobi 行列 式 
设 X 二 9(u, v), yy 二 (u,v) 给 出 xp 平面 区 域 忆 到 zy 平 
面 区 域 Q 的 同 胚 变换 ,再 设 函 数 g(u, v), Yu, v) 在 D 上 有 一 
阶 连续 偏 导数 , 则 称 行列 式 


322 99 
9z 9v 


3 oy 
du 9v 


为 变换 的 Jacobi 行列 式 , 记 作 3 分 


设 上 述 同 胚 变换 把 po (uo, vo ) 一 go (zo，yo )， 过 po 作 一 位 
于 也 内 的 光滑 曲线 


u= u(t), v= v(t), 
设 坟 二 u(to ), w= 二 v(to) ,曲线 在 po 点 的 斜率 m 是 
四 v (to) 
~ (六 


中 ” 雅 可 比 ( 德 国 数学 家 ，1804 一 1851)， 
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又 像 曲线 

t= plu(t), vt)], y= Yult), v(t)] 
在 相应 点 Go (Xo, yo ) 处 的 斜率 k 为 : 
D0 罗 (to, vo )u’ (10)+ hh (1, vo )v (to) 
T(t) WCG vo )u (to)+ Jo Uo, vo )v (to) 
多 (uo, ww ) 十 办 (uo, vo Ym 
Ps , (Wo, vo ) 二 py (uo, vo )77 


k 


所 以 

Pu Py 
dk _ 如 如 
dm [9 (Cao ， vo ) 十 PCa， wm]. 


当 伯 弘 | >>0 时 ,有 是 mm 的 递增 函数 , 即 原 昌 线 


u=u(t), v= 外 在 po 点 按 逆 时针 方向 转动 时 , 像 曲线 在 w 点 
也 按 道 时 针 方 向 转动 ,所 以 变换 在 如 点 是 保定 向 的 (图 14-2). 


信人 
y=y(u,v) 


图 14-2 


当 寻 扣 | <0 时 ,人 是 加 的 递 城 机 数 ,表明 原 晶 线 
在 po 点 按 道 时 针 方向 转动 时 , 像 曲线 在 go 点 按 顺 时 针 方 向 转 
动 , 所 以 变换 在 po 点 是 反 定 向 的 . 

我 们 与 一 元 函数 作 个 比较 . 设 D, 0 是 区 域 ,变换 z=9(u， 
?一 和 Cu， o): D->0 为 满 射 ,函数 p, 在 D 上 连续 可 微 . 与 
一 元 映射 不 同 的 是 ,由 


a(z，y) 由 (Cry 2) 
9(u, a o>? 或 a(u, EO 


访 水 识 举 加 HI 粘 ” 击 国 十 涛 
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业 六 旭 芍 攻 计 届 菩 巨 一 导 
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推 不 出 变换 是 单 射 ;与 一 元 映射 相同 的 是 , 专 变 换 是 单 射 , 则 


9(xr, y) 起 9(7x, ») 
oa(u, v) 宇 0 或 a9(u, v) 0. 


事实 上 ,假设 DD 内 存在 两 点 pi;(u, vi) (i 二 1, 2), 有 


0(x, y) 9(x, ») 
” 之 0， ” < 0， 
od(u, v) (uv) 9(u, v) (ea vo) 


由 上 面 讨论 知 变 换 在 p; 点 保定 向 ,在 p; 点 反 定 向 ,而 由 第 十 汉 
章 第 3.3 节 讨 论 知 , 同 胚 变 换 在 一 点 保定 向 , 必 在 所 有 点 保定 
向 .这 与 如 点 保定 向 ,ps 点 反 定 向 矛盾 . 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1. 设 D, 为 空心 单位 圆 区 域 ,证 明 映 射 + 一 ww 一， 


y=2uw: D->Q 是 满 身 但 非 单身 ,并 求 20 9， 


2. 设 DD, 0 是 凸 域 ,映射 + 二 fu, v), y= 二 =v: D0 是 满 
射 , 旦 /在 D 上 连续 , f/(u, v) 之 0. 证 明 映 射 为 单 射 和 送 映射 
在 Q 上 连续 . 

3. 举 出 从 区 域 D 到 0 的 同 胚 变换 z= 二 x(u, v), y= 二 y(u,， 
v), 它 的 Jacobi 行列 式 在 D 上 有 零点。 

4. 设 I=x(u, v), y 二 y(u, v) 为 区 域 D 到 0 的 同 胚 恋 
换 , xz 与 y 在 D 上 有 连续 偏 导数 , 道 变换 wu 二 u(x, y), v 二 v(x， 
y) 在 以 上 也 有 连续 偏 导 数 ,证 明 

Te 


(2) J 在 D 上 恒 大 于 0 或 恒 小 于 0. 


$3 高 阶 偏 导数 与 高 阶 全 微分 
3. 1 多 元 水 数 的 高 阶 偏 导 数 


函数 f(x, y) 的 一 阶 人 篇 导数 f(z，y)， fy (+, yy) 仍 是 区 域 
D 上 的 二 元 函数 , 若 对 它们 还 可 求 一 阶 偏 导数 ,其 结果 称 为 
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f(z, ») 的 二 阶 偏 导数 .关于 xz 的 偏 导 数 , 称 为 1 关于 xz 的 
二 阶 偏 导 数 , 记 为 : 
a /oaf of 


Ce = fe 或 元 (区 )= ox 
广 关 于 y 的 偏 导数 , 称 为 了 的 混合 二 阶 偏 导数 , 记 为 : 


LO 刀 > of of 
(Cf. ), fw 或 访 ( 芷 )= 9y9x. 
同样 有 
J 、 9 /9f of 
(f, ) - = fy 或 去 (入 )= 适 了 
ov array of 
(0 一 放 或 芳 ( 坟 )= 未: 


二 元 函数 共有 四 个 二 阶 偏 导数 ,每 个 再 求 一 次 , 共 得 2 个 
三 阶 偏 导数 ,一 般 地 有 2” 个 n 阶 偏 导 数 . 事实 上 我 们 将 发 现 往 
多 偏 导数 相等 . 如 f(z+，y) 二 e'siny, 它 们 的 四 个 二 阶 偏 导数 为 : 


了 e’ sin of 一 er COS 
xz2 7， 3y9z > 
了 2 . 2 

二 一 一 ersiny， 站 = e Cosy 


可 见 两 个 混合 偏 导 数 相等 . 一 般 地 有 求 偏 导 数 与 次 序 无 关 定 理 . 

定理 14.3 车 f(z,y) 与 f(z, 3》) 在 点 (xo。， yo) 处 连 
续 , 则 

fo (zo, 0)= fy (xo, Yo). 

证 明 ”定理 条 件 蕴 涵 着 函数 大 ,与 /在 (zxo, yo) 某 一 邻 
域内 存在 ,因而 所 与 fy 也 在 该 邻 域内 存在 ,所 以 A(z，>) 分 别 
关于 z 和 关于 y 一 元 连续 . 令 

T= f(zotAx, yt AY)— f(xo, yo 十 Ay) 
— f(xotAx, Yo) fro, yo). 
为 了 能 连续 两 次 应 用 一 元 微分 中 值 定理 , 令 
pz) = f(zx, yt AY)— f(r, yo). 
则 


潍 料 加 蝇 坟 ” 开 避 十 小 


Ns 入 
东沙 
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全 总 如 加 日 内 ” 山 因 十 泪 
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T= 9(zxo+ Ar)— p(xro) 
一 VCzo 十 9Az)Ar (0<0 < 一 1) 
=[f; CxotOAr, yotAy)— fi rotOAr, yo)]Ar 
=f%, (ztOAz, 加 十 2Ay)AzAy (0<2 < 一 1)， 
同 理 , 令 wy)= zeo 十 Az，y) 一 Fozo，y)，, 则 
T= yyot Ay)— Ylyo) 
= (yOAyAy (0<h<1) 
=[fy zotAz, y thAY)— AY ro, thAy) JAy 
=f%. (zo tOAr, y tOAyYArAy (0<0<1). 
于 是 有 
fo (zo tOAr, yhAy)ArAY 
= /f(x0 tO Ax, yo 十 0Ay)AzrAy. 
上 式 消 去 因子 AzAy, 再 令 Az 一 0，Ay 一 0, 由 两 者 在 点 
(xo ，o ) 连 续 , 即 得 
fo (Xo ,Yo ) 一 fu 《zo ，Yo ). 证 毕 . 
若 所 涉及 的 偏 导 数 均 在 区 域 D 上 连续 ,应 用 定理 14. 3, 可 
得 求 偏 导数 与 次 序 无 关 . 如 
frr = fyrrr, 
这 是 因为 对 f, 应 用 定理 14. 3, 有 fw 一 fw ,等 式 再 对 工 求 偏 
导 , 即 得 上 式 . 类似 有 
fer = fyryr = fyrry = fryry = fyy- 
若 二 元 函数 的 所 有 n 阶 偏 导 数 都 连续 (可 推出 低 于 阶 的 偏 导 
数 也 连续 ), 则 可 以 集中 先 对 z 求 偏 导数 ,然后 再 对 > 求 偏 导 
数 , 所 以 二 元 函数 共有 (x 十 1) 个 xn 阶 偏 导数 ,它们 是 : 
大， 太太 
注 为 了 说 明定 理 14. 3 中 条 件 的 重要 ,我 们 考察 下 面 反 


例 . 


Ty 2 2 
XY 一 并 0， 
Yr y 十 > 天 


f(z, y) = | 
0， Tz 十 y 二 0. 
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它 的 一 阶 偏 导 数 为 : 
(zy 一 | Ty + < i 工 十 y 天 0， 
0， z+ =0; 
as y) = | 下 区 一 全 | + 0 
0， 厂 十 六 一 0; 
所 以 fi (0, 3)== 一 y, 态 (0, 0)= 一 1, 和 fy (zx, 0)=xz， 
所 (0, 0) 二 1, 这 例子 说 明定 理 条 件 不 满足 时 ,可 以 有 
f% (0, 0) fr (0, 0). 
设 品 为 区 域 , Cm(D) 表 示 在 D 上 有 直到 nn 阶 连续 偏 导数 
的 函数 类 ,记号 Cm (万 ) 表 示 低 于 和 等 于 ” 阶 的 偏 导数 都 可 连 
续 开 拓 到 闭 域 DD 的 函数 类 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 户 , 户 , 上 太 在 (mm) 点 邻 域 存在 , 且 大 在 
(zo, Yo ) 点 连续 ,证 明 f 在 (zo，, yw ) 点 存在 , 且 
5 (Xo, y= fi (xo ,Yo ). 
2. 若 f(x, yy) 的 两 个 混合 偏 导 数 在 (xo。， yo ) 点 都 不 连续 ， 
问 两 混合 偏 导数 fr, (zo, yo) 与 f(xo， yo) 能 否 相 等 . 考察 例 
子 f(zx, y)= (z+y)In(r+y), f(0, 0) 一 0， 
3.2 ”多 元 复合 函数 的 高 阶 偏 导数 
设 u= f(z, y), xX 二 99(s, 1t), y 二 J(s, 41), 求 2 我 们 假设 
函数 在 其 定义 区 域 上 有 直至 二 阶 连续 偏 导数 .已 知 
9u oj/oz 97a2 
9t gora gy oat’ 
所 以 
gu ./9f ar, gf gayvgr ,9f qx 
ot (元 Ot 393y9z 天 多 or af _43 


恰 沙 误 泣 区 HI 岗 ” 山 瑟 十 潍 
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+ (2 ox E19 2) + 3 
9zZoy 9 dy of dy oar’ 
一 区 ( 实 ) +2 > 9 adr dy arayy 
2\9 dxzoy at 9t 5( 宛 ) 
9f 2 之 二 97 Oy 
of’ 13y af? 
第 Qu 2 
+t 同 理 可 求 了;， 了 
章 、 ~ gu gu 
| 及 = ( >) ; 
多 例 1 Wu f TY, 区 , 求 372， azay 
元 
函 9 YL 、 
数 解 因 T=yfi ff ,所 以 
微 * I 
的 a2u » YY V y ” YY w 2%y 
I 一 y(t 一 fr) 5 (> 天 f+ 了 
并 x x x 


N 2y’ La y’ 1 2y /7 
=y fi 7 ft zz 十 sf2; 
区 x x 


2 (+ z+ 立 (zh 十 去/ 一 3 


QZg9y 
yy 1 7 
一 zy 一 立 帮 十 所 一 二 了 fi 。 
x 
例 2 证 Laplaceg 方程 


oa:u a’ 
97 Tay 
在 极 坐标 x 一 rcos96，y 二 rsin9 下 的 方程 为 : 


1 gu 


所 以 


44 @ 拉 普 拉 斯 (法 国 ,数学 物理 学 家 ,1749~-1827). 


元 区 (~ 尖 针 去 a =0. 


zf2 


’ 
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gu lourx ox ( > 上 au 3 
Bk [2 r + 3790 六 ) r +t 73 
Ou Zz 2 人 了 |( 了 Au 2729 
+ 如 7 1 aF 立 ) 衬 )+ 吕 7 


0 
2 ) qiu . 27y | gu you yy 


ar: \r a9ra0 rr3 a HA 9yr rs 
a 2zy 
900 4 


2 
+%( a 


上 冰 区 蒂 加 量 i 六 ” 峰 匡 十 波 


ou | 名 兰 + y Ou 所 + 
dy or: 7 + 590 7 
ou > oz 

+| 3 r + 加 二 上 + 


dufy gu . 27y du x ,du x 
站 本人 


a9r ara0 r3 aF r ar 7 
荔 (- 襄 ) 
于 是 有 
Bu ,gu gu ,ou 1 ] gu 
J ay a 3 产 这 六 
19/ ou 1 gu 
一 元 伙 下) 二 产 5 


例 3 车 函数 f(x， y) 满 足 
flixr,ty)=rf(x, y) (i> 0), 
则 称 f 是 n 次 齐 次 函数 . 若 /(x, y) 是 一 次 齐 次 函数 ,证 明 : 
9r: 9y azay 
证 明 由 (tiz, iy)=tf(x, y), 固 定 z,y 对 上 求 导 得 
zf (te, ty) tyfy (tr, ty) = Fr，y)， 
这 里 记号 请 (xz, 1y) 理 解 为 f(x, y) 先 对 工 求 偏 导 ,然后 变量 
用 zx, ty 代入 ,fy (iz, zt) 也 作 同 样 理 解 . 上 式 令 :一 1 得 
zf (x, y+ of (zs 9) = f(x, y). | 


mm 


怀 冰 如 溉 区 引 当 ”好 四 十 避 


La 
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(也 可 如 此 理解 ,固定 ze ，y% ,对 上 求 导 得 

2 Ciro， tyo )+ yo fy (tro, tyo)= f(xo, yo). 
令 t 二 1, 再 由 zx。， yo 的 任意 性 ,将 ze ， 改写 成 x+， yy) 

上 式 分 别 再 对 zx, y 求 偏 导数 ,得 

fi+zxfi+yfw= fi 或 zf 一 yoi 

fr+yfwi+rfs=fy 或 yf = 一 zz. 
由 此 推出 

zyfa* fw = zy (fh)’, 
当 zy 天 0 时 ,得 到 
fu f» = (f5). 

再 由 二 阶 偏 导数 连续 性 ,上 式 当 zy 二 0 的 点 处 也 成 立 . 


例 4 通过 自 变量 变换 : 6 z 十 at，7 一 工 一 at;, 求 方 程 


gu 2 gu 


3 ar? 


的 解 . 
解 因 
Ou_ MM i Ou duu 
of “9é ga7” gr 9€ 37 
所 以 
Ou Ugg Iu Ladu 
af:? 9 90697 oF 
gu _ gu gu | gu 
37 a 1? 907! aF 
于 是 得 
Du ug Ou 
3 x 4 eon 
由 此 推出 
gu 


4 = |f(8) d+ HN = 9) + WD, 
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这 里 p, 少 是 二 次 连续 可 微 函 数 . 回 到 原 变 量 得 方程 的 解 为 : 
u(x, 1) = p(x++at) + yr — at). 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 


1. 求 下 列 函 数 的 高 阶 偏 导数 


5 

_ 十 > 加 

(1) uy (2) xz 一 ln(az 十 py). 

2. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 : 

(1) u= f(xy, zy); (2) u= f(x 十 y 十 z? ). 


3， 试 证 明 "满足 Laplace 方程 ， 


怀 冰 兽 加 引 肉 ” 册 恒 十 疏 


4 证 明 甬 数 v 一 一 工 _。 这 (4a, 6 实数 ) 满 足 热 传导 广 
2a Vnt 


ou 4 
py (t > 0). 


5. 证 明 形 如 u(x， ，) /C0y) 的 卫 数 满 中 方程 
ur us = uu. 


并 证 明 断 言 的 道 . (提示 : 作 函 数 变换 w= 二 lnz) 
6. 求 方程 ++-0 形 如 w= 了 (Vz 十 ) 的 解 . 


7. 求 方程 2 +2 + 二 0 形 如 xz 一 (vv 二 十 好 十 到) 的 


解 . 
8. i 和 7 二 ZX 一 y, 证 明 方 程 
去 2 + 一 
的 解 为 eo y»). ,| 
9. 若 作 变换 =z 十 如 y, 7 二 Xx 十 hy 把 方程 47 
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2 2 2 
42&+2B24TCIY -0(4C-B 一 0C 尖 0) 
dx” 9r9y 9y 


y 9? ps 
CC 十 2 也 十 A 王 0 


的 两 个 相 异 实 根 . 
10. 证 明 方 程 3 到 (人 = 的 解 为 
f(t+r) , g(roi) 
2 一 7 十 7 。 


2 2 
11. 证 明 函 数 x 一 arctan 之 满足 方程 2 十 2 0. 
并 ox dy” 


业 冰 如 滋 加 中 必 ” 贡 四 十 小 


12. 求 方程 3 过 十 2 一 0 形 如 zx 一 /( 之 ) 的 解 (限制 在 第 一 
人 y TT 

象限 上 讨论 ). 
3.3 多 元 函数 的 高 阶 全 微分 

当 x, y 为 自 变 量 时 ,二 元 函数 “= FA(z，y) 的 微分 为 

du 一 六 (z， y)dz 十 f(z, y)dy. 
这 里 dz 二 Ax, dy 一 Ay 与 +， yy 无关, 所 以 相对 于 x+，y 来 说 是 
常数 .我 们 将 du 看 成 x,y 的 函数 ,再 求 一 次 微分 ,其 结果 称 为 
z 一 Fr(z，y) 的 二 阶 微分 , 记 作 
du=d(du) =2(fldrt+ fidy)dr 


9 / Hd 
tay(frdrtf, dy)dy 


= fi (dr): +2fo drdy+ fy (dy)’ 
= fl dri+2f, drdy+ fo dy’. 
其 中 dz’ 是 (dz): 的 缩写 ,不 是 对 zx? 求 微分 . 
如 把 偏 导数 元 运算 理解 成 算 子 , 它 是 把 C'(D) 中 函数 映 


48 ”为 CtD) 中 函数 的 算 子 ， 
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天: CD) 一 C(D)， fr, 3) Fr ME YD, 


引入 算 芝 概念 后 ,一 阶 微分 可 视 视 作 算 子 dz 次 十 dy 区 作用 到 了 


上 的 结果 ， 
du = (dz 9 Fdy 地 


二 阶 微 分 可 记 作 


du = (dz 六 十 dy 艺 ) /， 


即 对 了 连续 作用 两 次 算 子 dz 六 十 dy 六 运算 的 结果 ,应 用 数 
学 归纳 法 ,可 以 证 明 
d"z 一 ( 民 云 9 十 dy 六 ) 7/ 


pe 二 机 idzredy(C: = 有 CT 
若 z, y 不 是 自 变量 ,而 是 中 间 变 量 ,这 时 dz，dy 不 能 视 作 
常数 , 仍 是 自 变量 的 函数 . 应 用 微分 运算 法 则 ,得 
da 一 dF(zyy)dz 十 户 (z， ydzrtdf, (rz, ydy 
十 户 (z，y)dzy， 
再 由 阶 微分 形式 的 不 变性 ,可 得 
‘mu= [fa (zx, ydr+ fh (zx, y)dyldr+ f(r, y)d’z 
+ [fe Cx, ydzr+ fy (zx, ydyJdy+ fy (x, y)d:y 
= fa (dr)’+2f% drdy+ fw (dy)’ + fr dirt fy dy. 
见 , 高 阶 微分 没有 形式 的 不 变性 . 


试用 微分 来 求 = 了 (xy, 之 ) 的 二 阶 偏 导数 . 因 


du = fid(zy) + fid(>), 
所 以 


六 水 避 举 罗 HI” 山 固 十 泊 
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小 


六 水 器 六 区 HI 如 ” 需 国 


d= | fd) + fla) day) + fetay) 
tf ad) + fd(2) (>) fe (>) 
= /1 (ydr + zdy) +2f% (ydr + zdy) (— 3dr 


1 ” 了 1 ? 7 
+ 和 9 所 (一 总 dz 十 dy) 十 启 (2dzdy) 


+ A (de 一 drdy ) 


Ld 2 2 # 2 Li 2 ’ 
一 (六 二 二 二 /十 新 )dz: 
村 TX 
# Li 1 
2(zy 扩 一 高 及 十 扩 一 吝 扩 )dzdy 


+ (zt2f+ 二 /2)dy:. 


比较 dx? , dxdy, dy” 的 系数 ,得 


Ou n 2 和 A y’ 多 2y ./ 
D2 = yfu— ft+fat fe ,» 
z zx x 并 


oa? » 7 / 
二 人 及 一 言 所 十 记 一 去 及， 
2 Ei Li Li 
了 一 辽 所 十 2 护士 坊 用 
S4 多 元 隐 柄 数 的 求 导 法 


本 节 讨 论 由 一 个 方程 所 确定 的 隐 范 数 求 导 , 和 由 方程 组 所 


确定 的 几 个 隐 范 数 求 导 . 至 于 隐 函 数 的 存在 性 与 可 导 性 将 在 下 
章 讨论 . 


4.1 


一 个 方程 的 情形 


设 方程 F(x, y, z) 二 0 在 区 域 D 上 确定 z 是 x ,vy 的 函数 ， 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 
称 zx 一 z(z，y) 为 隐 函 数 ,将 它 代入 方程 得 D 上 恒等式 
Frz，y，z(r，y)) 三 0. 
上 式 分 别 对 zx，y 求 偏 导 ,得 


已 十 开 绊 一 0， Fy+F: =0. OD 
当 F. 尖 0 时 , 求 得 隐 函 数 的 偏 导 数 : 
ax FF az 下 
3 一 FY”? ay 一 下 人 © 
求 隐 未 数 的 二 阶 偏 导 数 , 先 对 @ 式 再 求 偏 导数 ,得 
A » gz 十 ] dz 1 0% 
Fo +F 耻 s+ (Fs +F% 六 ) 守 F: 了 党 一 0， 
» » dz 尹 ] gzVdxz / 92zx 
Fo 十 Fe 下 二 (Fs + F< 于) 六 二 所 到 入 一， 
Wy » Oz n ]/ dzZ\gz /92 之 
Fe 十 Fe E+ (Fs+ Fe + 3 = 0 
将 @ 式 代入 上 式 即 得 
gz Fa (FL) 2 一 2Fz FrFs + Fe (FF 时 
gz2 (F, 3 
92z Fi (F/)?— FEFYF: — FY FF + Fe FFy 
azgy (Fs )3 ， 
Gz __ Fy (Fe)’— 2Fy FyPs +t Pe (Fy)? 
93y2 (CF, :3 
例 1 设 方程 F(x, y, zx) 二 0 可 分 别 确定 zx，y，z 是 其 余 
变量 的 函数 ,证明 : 
gz .oz.d97 ~- 1 
or dy gz 
证 明 由 @@ 知 
az __E 
gx FY 
司 理 有 
ar__F, oy__F. 
dy FY”? daz | Fy 


性 阔 补 泣 吕 避 届 ”项 国 十 泊 
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所 以 


az az .ay Fiy /_F\ /_F ] 
和 人 人 


注 大 把 F(z，y，z) 王 0 看 成 一 曲面 ，po (ze ，ye ，zo ) 为 
曲面 上 一 点 . 用 平面 X==xo。, yy 二。，z 二 xo 去 截 此 曲面 ,得 曲面 
上 三 条 过 p。 点 的 曲线 ,结果 表明 这 三 条 曲线 在 如 点 的 斜率 乘 
积 为 一 1. 所 以 总 有 一 条 曲线 在 P。 点 是 递减 的 . 这 例 也 说 明 偏 
导数 记号 只 能 作为 一 个 整体 来 理解 ,不 能 理解 为 一 分 式 . 

例 2 设 方程 下 (zy，y 十 xz，zz) 一 0 确定 隐 函 数 z= 二 =z(x， 

~、 Oz dz 
y), 求 和， 3y: 

解 方程 对 xz 求 偏 导数 ,得 


/ : Oz / Q 之 
Fi .y+F 六 +F: (z+z 人 六 )=0, 


所 以 
dz 一 yF! + zFY 
9x Fi xFs 
方程 对 y 求 偏 导数 ,得 
dz 


F/. z+Fi (1+ 守 1 Fi/z 天 = 0， 


所 以 
9z __ zxF!+F; 
9y F, + zxF; 
例 3 设防 数 z==f(x, yy) 满足 方程 
of 3/ (RE) 
az ay ~ \9xroy) 
若 y 能 确定 为 xz, z 的 函数 ,求证 y= 二 g(x, z) 也 满足 方程 
a2g 38 (2# ) 
ox: dz? 


QZ9x 
证 明 由 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,得 
_9f 9f 
dz = 3 十 3yd> 


数学 分 析 ( 第 三 册 7 Do 


再 对 上 式 求 微分 时 , 因 是 自 变量 ,所 以 
of of Of 9f ys 
== d*z 一 F277dT 十 2 了 dzdy 十 了 dy tayd yy, 
求 出 函数 y= 二 g(x, zx) 的 二 阶 微分 : 


_9aj/ 27 of 19g og 
ayd = 了.dz 十 2 (+ 了 dz) 


2A128d Tagd 
ay (Fdr+ 人 dz) . 


a2 a? 了 2 、 
将 上 式 与 于 8 一 了 dz 十 2 dd de 比较 ,得 出 函数 


sg 的 二 阶 偏 导 数 : 
af 0'g _ 9f | ,98 of + (2) of 


dy axz2z 9x 
9f 9g _9g of (og9g of 
9y 9zgz 9z 9X9Y 
af gg (¥) of 


一 二 已 区) 3 


9y dz? dy2 


如 果 我 们 将 3 和，5& 用 已 知 函 数 A(z,， y) 的 偏 导数 表 出 并 代入 
上 式 ,得 g 的 三 个 二 阶 偏 导数 ,然后 验证 它们 满足 方程 ,这 样 做 
思路 虽 清 晰 ,但 显得 死板 和 烦琐 . 灵活 做 法 是 从 上 面 三 个 式 子 与 
条 件 得 


(2) dg .og (¥) of Ff +298 (3) of of 
9y) gr 9 时 9z) az2 9y’ 9x\9z) gr9y 9y’ 
十 dg 2 dg 2 of 2 

(52) (3s) (33) 
_ /9gy’ of +228(98Y Of of 
= 人 加 (二 | (2) axzay Oy 
9 2 9 2 了 2? 2 
+ 
9 DZ 9y 
_ af 2 gg 2 
( y (元 多) “ 


业 阔 灾 注 加 站 中 ”山下 十 波 
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类 总 功 注 区 二 疏 ” 才 旧 十 浊 


消去 ( 2) , 即 得 


2 
9x 9 之 QZ9z 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1. 对 下 列 方程 所 确定 的 z= 二 z(x,y), 求 其 二 阶 偏 导数 : 

(D zy+yz+zz-1i (2) 世上 + 支 + 二 一 0 

2. 求 下 列 方程 所 确定 的 z==z(zx, y) 的 一 阶 偏 导 数 : 

(1) f(z 二 Ty 十 z, TT 十 y: 十 z2) 二 0， 

(2) f(zxy, z—y)=0. 


3. 设 < 一 z(x,y) 由 方程 避 十 十 光一 yf( 闻 所 确定 ,证 明 


Cr y+27y 天 一 2zz. 


2 2 


4. 设 kx= 一 & (zz，y，z) 由 方程 FCOw 一 xz? Ww 一 y ,WW 一 ) 
二 0 所 确定 , 试 证 明 


/ 


二 = 车 . 


5. 设 = 一 z( 工 ， FE 3) 0(a,5b 及 c 是 
常数 ) 所 确定 , 试 证 明 
(GD (4—a)RE+t(yb) =e 


2 > azz A? 2 
(2) gr: 2- (5) 
6. 证 明 由 方程 > 一 z2(=) 十 多 zx) 所 确定 的 隐 函 数 满足 方程 
9z\2? 92z gz 9z gz oz\ dz 
(于 ) 5 二 一 3 ay 到 5 十 C3 dy 0. 
7. 设 z 二 z(x,y) 满 足 方程 
dz 2? gz gz dx 9:z gz\ gz 
(%) 0xz “ 97x 9Yy 9r9y (其 ) ay? =0， 


若 由 = z(z，y) 可 以 确定 y 是 xz,z 的 函数 , 试 证 明 Y=0 . 
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8. 证 明 x 二 f(x，y) 的 等 位 线 是 直线 的 充 要 条 件 是 : 


/ 六 LU 


(ff 2f fs f+) =0. 
9. 求 出 函数 4=F(x, y, z) 的 等 位 面 是 平面 的 充 要 条 件 . 


4.2 方程 组 的 情形 


设 方程 组 (x, y, z) 二 0, G(x，y, zx) 三 0 确定 隐 消 数 
3 一 y(z) 和 > 一 zx(z) ,将 它们 代入 方程 组 得 恒等式 : 
(oe y(z), z(7)) 0, 
G(z，y(z)，z(z)) = 0. 
对 上 面 恒等式 求 导 得 
{E+ .YY(z) 十 Fi .x (zx)=0, 
G: 十 Gy + y (rz)+Gs .2 (x)=0. 
由 此 求 出 隐 函 数 >(z),，z(z) 的 导数 为 


F' F/ 下 ， 下- 
， GG; G, G, 
y (x) = 7 xz(z) =— 

FE F! 下 下; 

G G/ G/ G/ 


如 果 不 怕 麻烦 ,不 难 求 出 隐 函 数 y>(z) 与 zx(z) 的 二 阶 导数 . 
例 ” 给 定 曲 线 x=x(?), y= 二 y(t), z 二 z(t), 则 由 曲线 的 切 
线 z= 二 z(t) 十 X(t)s, y 二 y(t1) 十 y (1)s,， z= 二 z(1) 十 z(t)s 形成 
的 曲面 z= 二 z(x,y) 满 足 方程 : 
2 , 32x ( g?z ). 
gzZ2 dy 97X9Yy 
解 ” 题 意蕴 涵 s, t 可 以 确定 为 x,y 的 隐 函 数 , 我 们 用 微分 
来 求 复合 函数 z 二 z(x,y) 的 偏 导 数 . 由 于 
dz = z(t)dt+ z(t)dt. s+z (t)ds 
二 (z 十 sz )dt 十 zds， 


所 以 
dz = (zx se”)dt: + 2 dids+ (z+ sz )dt+z ds OO 


再 由 对 称 性 和 d? z= 二 0, d? y= 二 0, 得 


怀 站 区 区 攻 滞 民 ” 几 瑟 十 波 
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凡 沪 区 洋 轩 六 ” 雪 固 十 泊 
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0= (x sz”) di +2xdids+ (x 二 sr )diit+ x d’s, 、 
0= (ysy” di +2y dids+ (y + sy )dit+ yd’s. © 
从 @@ 解 出 dt,， d's 代入 四 ,相当 于 把 四 ,@ 看 成 联 立 方程 组 解 
dz，d*t，d?s, 故 得 
1 zsz” > 
dz|0 x sr ” x 
0 yy 二 sy 
(x 二 sz )dt+22dids > 十 sz > 
一 | (x 二 sr?)di+2r dids 并 十 sz 工 
(ysy dr +2y dids ysy y’ 
利用 行列 式 性 质 将 上 式 化 简 ,得 


” 


1 4 zz 4 z” ~ 
sdzzl0 x x |i= |x” rz” sd @) 
Ld ‘ » EL 产 
0 2 2 y > 2 
记 
pa 17 7 
本 / Z 之 bq 
mw Ld 用 
A 一 Ed -|? D 一 9 
pa n 7 
@@ 式 可 记 成 : 
d?z _ Ds dr’ 
A 


将 中 于 红 十 东 和 y 代入 上 式 ,并 与 dz 一 dz 十 2 了 


dzdy 十 2 dy 比较 ,得 


pz Ds zz _ Ds ge gt, Fs Dg) 
9x? “A 到 (区 ) axzgy 4gargay 9y 人 ” 
由 此 推出 : 
Ol ,Ox 02z ) 
dzx: dy? = 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 
1. 求 由 方程 组 zx= xcoso，y=xsinv，z 一 忌 所 确定 的 函数 
xz 一 zx(z，y) 的 一 阶 、 二 阶 偏 导 数 . 
2. 由 下 列 方程 组 求 y, zx， Yy, z: 
zx 一 并 十 入 > 


Z 十 y 十 zx 一 0， 
0 (0) (2 
TX 十 y 十 z 二 6. 2 三 十 2 一 z 二 0. 
a(x, y) 9(u, v) 


3. 求 下 列 变换 的 Jacobi 行列 式 这)， Fz 攻 


U=xy, 2 
(1) | 2 (2) 人 士 y ， 
[= v=27ry. 


ss 曲线 的 切线 .曲面 的 切 平 面 
5.1 由 参数 方程 表示 的 曲线 和 曲面 
若 空间 连续 曲线 由 参数 方程 


r=7x(t), y= y(t), z= z(t) 
给 定 , 求 过 曲线 上 一 点 Mo (xo, Yo, 
zo ) 的 切线 方程 和 切 向 量 , 其 中 To 


=zx(to), y=y(to), zo =z(to). 
这 里 函数 x(t), y(t), z(z) 在 i 二 如 hy 
点 可 导 , 且 z? (bo) 十 y (ito) 十 不 

z? (加 ) 天 0. 2 


为 此 考察 曲线 上 一 动 点 
M(x(1), y(t), z(t)), 过 M, Mo 
的 割 线 方程 为 (图 14-3): 

X70 一 了 一 yo 一 Zo 
X(t)—x(to) y(t)— y(to) z(t)— z(to). 
上 起 分 母 同 除 以 t 一 ,然后 令 t= ,由 于 切线 即 为 制 线 的 极限 
位 置 , 所 以 所 求 的 切线 方程 为 : 


TT YY 之 Xo 


TE) yy) z(t) 


六 沪 葡 举 罗 Hi 壤 ”者 国 十 流 
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曲线 在 M。 点 的 切 向 量 为 : 
= (zx (5)， y (to), xz (to )). 
由 此 得 出 曲线 在 Me 点 的 法 平面 为 : 
TL (Zr 一 Zoo) 十 yi) 一 %) 十 st)(z 一 so) 一 0. 
现在 来 求 由 参数 方程 


给 出 的 曲面 在 Mo (zo， Jo， z) 点 的 切 平面 与 法 向 量 , 其 中 Xo 
=X(W, Vo), Y=yI(U, Vv), wou, Wo), (Uo, vo ED. 
这 里 函数 (4, v)，y(u, 0), z(u,v) 在 (ww) 点 可 微 , 且 满 足 
az ay az 
du Ou 9 
rank 一 2 
oz 97 qz 


业 冰 只 赚 吕 寺中 才 理 十 站 


dv Ov dv (ao vo) 


为 此 考察 曲面 上 过 Me 点 的 两 条 曲线 : 
TT 二 TXT(Uu, vo )， T= I(uUu, V), 
| -ye | -ye 


一 Z(U，Vo )， ZZ = z(uo, Vv), 


这 两 条 曲线 在 Me 点 的 切 向 量 分 别 为 : 


T, = (xi (ay to), YUo, Ve), zi (uo, vo)) 
和 
和 一 (zy to), yu, to), x (uo, wo) ). 
所 以 曲面 在 Mo。 点 的 法 向 量 N( 图 14-4) 为 : 
N 
14-4 
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i Kk 
N=T XT,= |r ys zx/ 
zy J EN M, 
车 记 
A = 2(>, z) __ 9(z, x) _ 9(x, ») 
a9(u, v) Im 9(u, v) |m, 9(u, v) |m, 


则 曲面 在 Me 点 的 法 向 量 为 : 
N= (A, B, C). 
过 Mo 点 的 切 平面 为 ; 
A(Cz 一 zo) 十 By 一 %) 十 CCz 一 zo) 一 0. 
过 M 点 的 法 线 方程 为 : 


工 一 Xo 一 Yo 之 一 之 0 


A B C 

思考 练习 解答 下 列 问 题 : 

1. 给 定 曲线 x 二 X(t), y 二 y(t), z 二 z(t) ,证 明 它 到 原点 的 
距离 /zx (四 十 y(t) 十 z(t) 为 常数 , 当 且 仅 当 位 移 向 量 (x (1)， 
y(t1) ,z(t)) 与 切 向 量 (x(z), y(t), zx (1) ) 的 内 积 为 零 . 

2. 若 曲 线 在 每 一 点 处 的 法 平面 都 经 过 一 个 定点 ,证 明 该 曲 
线 必 是 一 条 球面 曲线 . 


5.2 由 隐 函 数 表示 的 曲面 和 曲线 
设 曲 面 由 方程 


F(x, y, z)=0 

给 出 , Mo (zo， yo，, zo) 为 曲面 上 一 点 , 即 F(zxo, yo, zo0) 二 0， 
求 曲 面 在 M。 点 的 切 平面 方程 与 M。 点 的 法 向 量 . 这 里 函数 
F(x, y, x) 在 Mo 点 可 微 , 且 和 矩阵 (F/, Fy, Fi ) 在 M 的 秩 为 
1. 

为 此 在 曲面 上 任 作 一 过 M。 点 的 光滑 曲线 : z= 二 (1)， 
y 二 y(t), zx 二 zx(1) ,满足 zo 二 X(t0), yo 二 y(to), zo 二 z(to) 和 

F[x(t), y(t), z(t)] = 0， 


六 沪 攻 洋 加 日 以 ” 山 固 十 潍 
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业 冰 阐 注 长 导 内 贡 瑟 十 洲 
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上 式 对 上 求 导 ,得 
Fi x(t)+F + y(t) +F :z(t)=0, 
用 :一 点 代入 ,得 
FE (zxo, yo, zo ) (10)+ FF) (xo, Yo, Zo )y Cto) 
Fi (xo, %, zo)z (to)=0, 
上 式 表明 曲线 在 M。 点 的 切 向 量 (x (za )，y (to), zx (to)) 与 向 


= 
里 


N= (F;, FY, Fs )w, 
正 交 ( 图 14-5), 由 于 曲面 上 过 Mo 点 的 曲线 是 任意 的 ,所 以 向 量 
N 即 为 曲面 在 M。 点 的 法 向 量 . 曲面 在 M。 点 的 切 平面 为 


N 


图 14-5 


Fi (xo, yo Lo) (I— zo) Fy Cro, Yo, Zo) (y— Yo) 
十 FJ (xo, yo, zo) (z—zo)—=0, 
曲面 过 Me 点 的 法 线 方程 为 
工 一 Xo 一 yo 之 一 Xo 
F, (xo, Yo, Zo) 加 F, (xo, yo, Xo) F(xo, yo, zo). 
若 曲 面 由 显 方程 z== f(x, ») 给 出 ,把 它 看 成 是 方程 z 一 /f(x,y) 
二 0 确定 的 隐 函 数 , 所 以 曲面 上 Mo (xo， yo， zo ) 点 的 法 向 量 为 
N= (一 户 (z y0), — fy (ro, yo), 1). 
切 平面 方程 为 
z— zo = fi(xo, Yo) CT— TO) fy xo, yo) (yyo). 
特别 当 m=2 时 , 即 得 曲线 下 (xz, y) 二 0 在 Mo (ze，y ) 点 的 法 向 


数学 分 析 ( 第 三 册 》 


量 (F/ (xo, yo), FY (xo, yo)). 
现 讨论 曲线 由 方程 组 
F(x, y, x) = 0, 
F(x, y, z)=0 
给 出 , 即 曲 线 为 两 曲面 5; 与 5; 的 交 线 , 求 曲 线 上 一 点 Mo (zo， 
yo，2z) 的 切 向 量 与 切线 方程 ,其 中 Mo 满足 Fi (zo。，yo，zo) 
二 0，Fs(zo,，y ，zo) 一 0. 这 里 函数 局 (z，y，z)( 一 1，2) 在 Wo 
点 可 微 ,有 旦 满足 
oF IF oh, 
oz 9y BE4 


rank 一 2. 
aF, dgF gqF, 


9r dy gz jw 


已 知 向 量 


为 曲面 Si;(1==1, 2) 在 Mo 点 的 法 向 量 ,曲线 在 M。 点 的 切 向 量 
应 与 Ni, N; 正 交 (图 14-6) ,所 以 


Sz2 
$1 
图 14-6 
i J 天 
oF oF, aF, 


六 淮 识 灵 欧 蚁 ” 山 国 十 以 
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9(F, F,) 9(F, F,) 
A= a00 ly’ ?7 3, 7) Iu 
9(F,, F;) 
C= a(x, y) lu, 
则 切 向 量 为 
T= (A, B, C), 
切线 方程 为 
TTX TY 一 之 一 2 
A B C ) 
法 平面 方程 为 


4(z 一 To) 十 By 一 %) 十 CC(z 一 zo) 一 0. 
例 1 求 椭 球 面 
XT 
三 二 二 =! 
在 Mo (zo 9» yo, zo ) 点 的 切 平面 方程 . 
解 ” 因 M。 点 的 法 向 量 为 
(2 ZY 2 
N= ( 朗 ， [dd 至)， 
所 以 切 平 面 方程 为 


字 (z 一 zo) 十 加 (yy 一) 十 号 (一 加) 一 0， 
a b C 


注意 到 号 十 如 十 全 一 1, 上 式 化 简 得 


人 0 Yo ZZo _ 
五 十 大 十 下 二 上 


例 2 给 定 曲面 (2 二 4, 2) 一 0 (a, b,c 为 常数 ), 求 


Z—C’” 
证 曲面 的 切 平面 过 一 定点 . 
解 设 Mo (Xxo, yo， zo ) 为 曲面 上 一 点 ,该 点 的 法 向 量 为 
/ 1 / 1 / Xa 
人 


C (ze) 
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所 以 切 平面 方程 为 
一 Xor’ yO— Yor’ _「_ Xa Fp/ 
er + ee M, 
yo 一 7 _ 
Ce ,je 57) 一 


当 方 程 中 z，y，z 用 a , 0,，c 代入 时 等 式 成 立 , 故 曲面 各 点 的 切 
平面 都 过 一 定点 (a, 6, c). 

思考 练习 解答 下 列 问 题 ; 

1. 求 曲 线 z= 二 zz 十 y 2x’ 十 2y: 一 zx? = 二 0 在 点 (1, 1, 2) 处 
的 切线 方程 . 

2. 求 下 列 曲面 在 指定 点 的 切 平面 和 法 线 方程 : 

(1) x 十 y: 十 z* = 二 169, M(3, 4, 12). 


并 7 
之 一 —, M —). 
(2) arctan 了 ， (1, 1， 4 ) 
3. 求 曲 面 x+ 二 wcosv, y 二 usinv, z 二 vw 在 点 (V3, V2 ， 开 ) 
的 切 平面 . 


4. 求 曲 面 z? 十 2y? 十 3z: 二 21 的 平行 于 平面 x 十 4y 十 6z 二 0 


的 各 切 平面 . 
5. 求 曲 面 x: 十 十 z: 二 xz 的 切 平面 ,使 其 垂直 于 平面 x 一 y 


z 二 2 和 Xx 一 y 2 =2. 
2 2 2 
6. 确定 正 数 ,使 曲面 zy 一 与 椭 球 面 地 十 次 十 吉 一 1 
在 某 点 相 切 . 
2 2 
7. 给 定 方程 工 十 闷 十 之 -1 (a>b>c) 以 及 第 一 象 
a—t 2 一 上 c—t 
限 中 一 点 Mo (ze ，y ，zo ) ,证 明 
(1) 有 三 个 不 同 值 4 ,ts, ts ,使 曲面 
Xx? yy 2 
十 这 二 1 (i=1,2,3). 


a 万 Cc t; 


(2) 此 三 曲面 在 点 Mo 处 两 两 正 交 . 


六 池 区 闪 区 Hi 员 ” 山 国 十 芷 


| 
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8. 证明 曲面 Yt 十 Vy 十 Vz 二 Va 的 切 平面 在 坐标 轴 上 截 下 的 
诸 线段 长 之 和 为 一 常量 . 

9. 证 明 则 面 F(x 一 az, y 一 bx) 二 0 的 切 平面 与 某 一 定 直线 
平行 (4a, 6 为 常数 ). 

10. 证 明 曲 面 ax 十 by 十 cz 二 Cz! 十 yy 十 x ) 在 Mo (zu ,yo， 
zo 处 的 法 向 量 与 向 量 (xo， xo, zo) 和 (a, 5, co) 共 面 . 

11. 若 一 曲面 z==f(x， 3y) 的 所 有 法 线 与 xz 轴 相交 ,证 明 该 


曲面 是 一 旋转 曲面 . 
12. 设 f(x, yy) 满足 fi 十 f 所 二 0, 问 函数 > 二 f(z, y) 的 等 
位 线 有 何 特征 . 


13. 设 z 二 f(z, y) 在 每 点 (xX, y, x) 的 切 平面 过 定点 (4a,%b， 
c) :证 明 函数 是 关于 (a,， 2，c) 点 的 一 次 齐 次 国 数 : /[t(x 一 a) 
十 2a， t(y~b)+b]=t[ f(r, y)—c]. 

14. 如 果 从 点 卫 能 引 二 次 曲面 ax* 十 by 十 cz* 二 dry 十 eyz 
十 frz 二 gz 二 hy 二 iz 十 j= 二 0 (a, 56, c,d,e, f，8， 用， i, 7 为 党 
数 ) 的 切线 ,证 明 切 点 共 面 . 


$6 方向 导数 和 梯度 


6.1 多 元 函数 的 方向 导数 


设 F(z，y，z) 在 点 Mo (xo，yo， zo) 的 邻 域 内 定义 , 1 为 一 
单位 向 量 , 设 1 与 x, y, x 轴 正 向 的 夹 角 分 别 为 «, 6, Y(0 志 a 志 
,0 过 8 和 zx, 0 所 7 声 7), 则 了 [的 方向 余弦 为 cosa，cos8，cosy: 

[= (cosa, cosB, cos7). 
过 Mo 点 沿 1 方向 的 直线 方程 L 为 : 
二 Xo 十 tcosa, y 二 yo 十 tcosB, z 一 zo 十 tcosY, 
将 函数 限制 在 直线 上, 它 是 :==0 邻 域 上 的 一 元 函数 ,此 函数 
在 1=0 的 导数 就 称 为 A(z，y，z) 在 M 点 沿 [ 方 向 的 方向 时 
数 . 
定义 14.3 ”车 极限 
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Lim f(zxo 二 tcosa, yo 十 tcosB, zo 十 tcos7) 一 f(xo, yo, Yo) 


t=0 i 


存在 , 则 称 它 为 函数 f(z，y, zx) 在 M, 点 沿 1= (cosa，cosh， 
cosy) 方 向 的 方向 导数 或 变化 率 , 记 为 中 或 字 |， 

注 定义 从 字面 上 看 似乎 依赖 于 坐标 系 的 选取 ,但 把 定义 
改写 成 


af jm KM) 一 ACMo) 


ol MM, MM.I 
形式 ,这 里 函数 在 动 点 的 值 f/(M) 和 定点 值 f(Mo ) 与 坐标 系 选 
取 无 关 , 向 量 M,M 与 1 点 乘 也 与 坐标 系 选取 无 关 , 所 以 方向 导 
数 概念 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 正如 曲线 的 长 度 是 曲线 的 固有 性 
质 , 它 与 坐标 系 选取 无 关 , 但 在 求 曲 线 的 长 度 时 ,我 们 总 是 在 取 
定 的 坐标 系 中 讨论 . 
定理 14.4 设 f(x, y, zz) 在 Mo (ze ，y ，zo ) 点 可 微 , 则 它 
沿 [二 (cosa，cos8，cos7) 方 向 的 方向 导数 存在 , 旦 
Ff = 9f (xo, Yo, zo) osg 12/ (zs， 


.yo ， 之 0 ) 
ax ay cosp 


COSY. 


9f (xo, yo0， zo ) 
十 Bb4 


证 明 ” 因 函 数 在 M。 点 可 微 所 以 可 应 用 复合 函数 求 偏 导 公 
式 , 得 
3 一 3 wy eosat | eospt | cosy. 证 毕 . 
关于 方向 导数 作 几 点 说 明 
(1) 车 三 表 示 工 的 相反 方向 , 即 广 二 (一 cosa， 一 cosp， 


9 9 
一 cos7), 则 = 全 


(2) 设 区 域 忆 由 光滑 闭 曲 面 围 成，AE CO (万 ) ,这 时 在 万 
的 内 点 定理 14. 4 的 结论 成 立 , 通 过 取 极 限 , 认为 在 DD 的 边界 点 
定理 14. 4 的 结论 也 成 立 . 由 于 边界 是 光滑 的 , 它 有 外 法 线 方向 
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,函数 在 边界 点 沿 外 法 线 方向 的 方向 导数 约定 为 : 


9f _ 3f 
oan oan 


(3) 对 二 元 函数 /f(x,y) 因 方向 1 可 表示 为 : 

l= (cosa, cosh) = (cosa, sina), 
这 里 规定 0 委 o 委 2x , 它 是 由 二 轴 正 向 转 到 1 方向 转 过 的 角度 ， 
或 一 "全 a 达 7, 表 示 由 x 轴 正 向 转 到 [的 角度 , 道 时 针 转 动 时 a 


为 正 , 顺 时 针 和 转动 时 为 负 . 
所 以 方向 导数 公式 为 : 
也 二 30) 2 Cosa 十 me) 2 ) sina. 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 ; 
1. 求 f(z,y)= 二 YT 十 在 点 (z+, y) 关 (0, 0) 处 沿 [= 
(cosa, sina) 方 向 的 方向 导数 (用 极 坐 标 ). 
2. 设 F(z, y) 一 arctan{ 立 ) , 求 它 在 点 (z，?)(z 天 0) 处 沿 
一 (cose，sina) 的 方向 导数 (用 极 坐标 表示 ). 
3. 设 f(x, y)=T: 一 zy 十 y ,Mh (1, 1). 
(1) 车 方向 1 与 i、j 的 夹 角 为 可 ,6 , 求 其 方向 导数 ， 
(2) 试问 在 什么 方向 上 的 方向 导数 27 取 最 大 值 .最 
小 值 以 及 零 ? 
4. 设 f(x, y) 在 (0, 0) 点 沿 任 一 方向 的 方向 导数 存在 , 问 
定理 14. 4 的 公式 是 否 成 立 ? 考察 例子 
flz, y) -全 x 十 y 天 0， 
0 ， TX 十 y= 二 0. 
5. 若 定理 14. 4 中 公式 在 (0, 0) 点 成 立 , 问 函数 是 否 在 (0， 
0) 点 可 微 . 考察 例子 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


zy 2 2 
flz, 3) -fr TY 
0， x: 十 y= 二 0， 
6.2 多 元 函数 的 梯度 
方向 导数 刻画 函数 沿 【方向 的 变化 率 , 我 们 要 问 函 数 沿 哪 
个 方向 它 的 变化 率 最 大 ,哪个 方向 变化 率 为 零 ,哪个 方向 变化 率 
最 小 . 要 回答 这 些 问题 ,最 好 把 定理 14. 4 的 结论 写成 向 量 形 式 . 
为 此 令 


则 


=. l=|g | cos(g, 1). 


显然 1 取 g 的 方向 时 ,函数 的 方向 导数 最 大 ,其 值 为 

9f _ af 2 af 2 of 2 

al Isl ( 守 ) + (区 ) 十 (区 

当 1 与 g 正 交 时 ,函数 的 方向 导数 为 零 ; 当 ! 取 8 的 相反 方向 
时 ,函数 的 方向 导数 最 小 . 

定义 14. 4 设 函 数 F(z， J， z) 在 NM。 (Xo, Yo, zo ) 点 可 微 ， 


af 9f 9f 9f (Mo), 39f (Mo). 9f MDT, 
称 向 量 (5 3y， 区 或 -有 7 二 


为 函数 在 M。 点 的 梯度 , 记 为 
注 “ 从 定义 看 ,梯度 似乎 依赖 于 坐标 系 的 选取 ,但 从 上 面 讨 
论 知 道 ,梯度 为 一 向 量 , 它 的 方向 是 函数 增加 最 快 的 方向 , 它 的 
大 小 是 函数 在 该 方向 的 变化 率 , 所 以 梯度 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 
由 梯度 定义 ,得 到 方向 导数 与 梯度 的 联系 式 
3 = |gradf (Mo) | cos(gradf (M,), D). 


; 
Mo 


类 阔 昼 滋 攻 中 内山 轩 十 浴 
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这 说明 梯度 在 【方向 的 投影 , 即 为 画 数 沿 ! 方向 的 方向 导数 . 所 以 
对 另 一 单位 正 交 向 量 e; , e; , e; 组 成 的 右手 系 (O ; e. ,es ，es ) ， 
函数 在 M。 点 的 梯度 为 : 

gradf (Mo ) 一 “A )。， 十 7。， 十 和 2e,. 
反之 ,可 利用 梯度 来 求 方向 导数 . 为 此 先 画 出 梯度 和 负 梯 度 , 并 
以 此 两 向 量 为 直径 作 两 相 切 于 MM。 点 的 球面 ,分 别称 为 正 球面 
和 负 球 面 . 过 Mo 以 了 为 方向 作 一 射线 工 ,射线 工交 球面 之 一 于 


一 点 M, 若 M 位 于 正 球面 上 , 则 儿 一 4(M, Mo) ;车 M 位 于 负 


球面 上 , 则 叶 = 一 dCM, Mo)( 图 14-7). 


grad (MM,) 


A 


-grad f (M') 
图 14-7 
过 M。 点 的 等 位 面 为 : 
flz, »， z) = f(xo, yo， zo ) ， 

等 位 面 在 M, 点 的 法 向 量 N= (区 ， 引 ， 和 区)， 即 为 梯度 ,所 以 
梯度 与 等 位 面 正 交 ,方向 由 低 值 等 位 面 指向 高 值 等 位 面 . 

设 xw, v 是 z+, y, z 的 可 微 函 数 , 则 有 梯度 的 运算 法 则 : 

(1) grad(utv)=gradut gradv; 

(2) grad(u . v)=vgradut ugradv; 

(3) gradF(w) 二 FPF'(wu)gradu( 聘 数 F(w) 可 微 ). 

伤 ” 设 在 空间 的 原点 处 放置 单位 正 电 荷 , 则 空间 各 点 有 电位 
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1 
u(XZ， 》， z) 一 了， 


其 中 r=Vx 十 十，r 一 i 十 yj 十 x 沙 , 求 gradu. 
解 因 
gradr = 并 ;十 之 | 十 之 k 一 二， 
r rr r r 


所 以 
了 


gradu 一 一 1 gradr 一 一 
r r 


注 已 知 电场 强度 E(x, y, z) 二 一 gradu(+，y, xz) ,所 以 
单位 正 电荷 形成 的 电场 强度 = 三. 若 曲线 每 点 的 切线 方向 都 


是 场 强 方向 , 则 此 曲线 称 为 电场 E 的 电力 线 . 电场 已 = 去 的 电 


力 线 是 从 原点 出 发 的 射线 , 它 与 电位 的 等 位 面 正 交 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. 求 函数 4 二 zz 十 十 2 一 3xyz 的 梯度 . 问 在 何 处 此 梯度 
垂直 于 z 轴 ? 平行 于 x 轴 ? 为 零 向 量 ? 

2, 求 w 二 x(x 十 十 池 ) 在 点 M(1, 2, 2) 与 点 N( 一 3， 
1, 0) 处 两 梯度 之 间 的 夹 角 . 

3. 设 f(x, y) 在 区 域 D 上 可 微 ,给 定 两 个 方向 4, 有 ,它们 
之 间 的 夹 角 为 9(0 二 p<7) ,证 明 

玉 < 尝 (于 ) + (车 ) ， 


< + (A). 

4. 设 函 数 在 柱 坐 标 xz 二 rcos9, y 二 rsin9, z 一 = 下 的 表示 式 
为 wu 二 f(r, 9, xz), 在 M(xz,y, xz) 点 作 三 个 两 两 正 交 的 单位 向 
量 e,, eo, e.( 向 量 6, 表示 固定 9, z, 沿 7 增加 的 方向 ; ee ，e- 作 
类 似 理解 ) ,得 右手 系 (M: e,, eo,，e:). 先 求 出 单位 向 量 e-，e， 
e: ,然后 证 明 


业 冰 功 流 吕 计 内 ”项 四 十 小 
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信 沪 误 闪 区 量 届 ”机 写 十 识 


gradx 一 2ue 十 1 2ue， 十 gu ， 
or 口 之 


r 00 
5. 设 函 数 在 球 坐 标 : 
7 一 rsSinp，cos0，y 一 rsinp。sin0，z 一 rcosg 
下 的 表示 式 为 4 二 f(r, 9, 9) ,在 M(x, y,z) 点 处 作 三 个 两 两 
正 交 的 单位 向 量 : e,, es, es(e, 表示 固定 9g9, 9, 沿 7 增加 的 方向 ， 
ez，8s 作 类 似 理解 ) 并 证 明 


gradu — Se 1 ou 二 工业。 
aor’ rsinp96 7 gp 


6. 设 (x, y) 在 每 点 的 梯度 方向 与 向 量 (x，y) 相 同 , 证 明 
f(x, y)=g(x ty ). 

7. 设 f(x, y, zx) 在 每 点 的 梯度 方向 与 向 量 (x,，y, z) 相 同 ， 
证 明 f(x, y, 2z)=g (x 二 Ty 十 zx? ). 


S7 Taylor 公式 . 屿 耶 数 
7.1 多 元 函数 的 Taylor 公式 


微分 是 用 一 次 函数 来 逼近 一 般 函 数 , 若 嫌 一 次 副 近 精度 不 
够 ,就 要 用 高 次 多 项 式 来 逼近 一 般 函 数 . Taylor 公式 就 是 用 高 
次 多 项 式 来 通 近 一 般 函 数 的 一 种 方法 . 
定理 14.5 设 忆 是 平面 凸 域 ，F(z，y) EC (D)， 
(zo ，Yo ) ED, 则 对 D 内 任意 点 (xo 十 h， yo 十 8)ED, 成 立 
flrxoth, yo tk) 


"1 9 9 \” 
二 乙 页 作 于 二 三 f (xo, yo) 


+1 pore) fortoh, y+Ok) 
vl ox 萝 ) f (xo ， Yo 
(0<0<1). 二 
这 里 记号 (于 二 污 ) 7 (zo, yo) 理 解 为 算 子 丸 六 十 入 连 
= oz “gy 0%» 939 dr “gay™ 


续 m 次 作用 到 函数 f(z, y) ,得 
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(到 + 二 ) f(x, 3) = Dh 六， 
然后 再 用 z 一 ze ，y 一 % 代入 . 公式 @ 中 余 项 也 作 同 样 理解 . 
证 明 考虑 一 元 函数 
92(b) 一 /xz 十 页 ,十 大 ) (0 二 1 志 1)， 
显然 有 p(0) 二 f(xo, yo), 9(1) 二 f(zo 十 h， yo 十 &). 对 一 元 函 
数 p(t) 应 用 Taylor 公式 ,得 


_ 2 (0) C0) (0) A + (» (0) 
9(1) = 9(0)+ 二 + 和 + 
(nt 1) 
爷 0 (0=0<1). @ 
再 由 复合 函数 求 导 公 式 得 


p(t) = 3 + = = (4 站 +h 训 /Cro 十 坟 ， 十 蕊 )， 


f(t) = op 42 BA te 
一 (4 疼 元 十 & 六 ) (rzo 十 坟 ，y 十 块 )， 
一 般 地 ， 


人 _ mrpr 
(1) = 2 Coh 和 Foy 


=0 


9 9 ” 
一 ( 元 十 二 ) f (xotth, yottk) 


(m= 二 1, 2,…, nn 十 1). 
把 上 式 代入 @ 式 , 即 得 @ 式 . 证 毕 . 
设 U(CCzo，y)) 表 示 点 (ze，y% ) 的 一 个 邻 域 ,我 们 有 局 部 
的 Taylor 公式 ,也 称 带 有 Peano 余 项 的 Taylor 公式 . 
定理 14.6 设 f(x， 站 则 


fzo +h, yo +k)= 高 (4 计 疯 +k 序 ) f (zo0, yo) 


十 o(P')， 
其 中 p=vVh 有 hi 十， 
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证 明 由 定理 14. 5 得 
7 一 1 
froth, yw th)= Yi 十 作 拓 十 区) f(xo, yo) 
了 一 个 


十 二 [人 尖 十) f CrotOh, yo +Ok) 


(0<0<1) 
第 | 
1 =- (n 区 二 4 元 ) fr, yo)+R, ， 
这 里 
多 1 9 9 \ 
本 
和 R, 一 吉 (h 关 + 和 讽 ) 7Cz 十 印 ， 加 十 损 ) 
微 1 
全 本 (4 地 工 十 元) /cm， yo ). 


因 f(x, y) 的 所 有 失信 导数 衬 人 U 上 连续 ,所 以 
及 1 Sr 下 和 TD 十 钠 , 加 十 加 ) 
lm = lim 3 Dc(s) (zs)| gx” Oy 
_ 9"f(zo, y)1 
dr" "Oy j=0, 
即 R, 二 oCP'). 证 毕 . 
定理 14. 5 中 当 n=0 时 , 即 得 凸 域 上 的 微分 中 值 定理 : 
f(zoTh, yo 十 k) 一 f(xo, o) 一 CCzo 十 外， 加 十 旬 ) 记 
十 用 (zo 十 扩 ， yo 十 披 ) 六 . 


定理 14.6 中 当 n=2 时 ,有 
9f(xo, yo) 9f (zo, yo) 
f(xoh, yo thk)= f(xzo, yo)+ 3 有 十 5 k 


1fT92f(ro, yo),, 9 f(ro, yo)y 
+ 去 [ dz2 +2 drgdy 


92 f(zxo, yo) 
+ | tolp). 


定义 /7(z，3) 在 (z ,为 ) 点 的 HesseD 和 矩阵 为 


72 @@ 海 塞 (1811 一 1874). 
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of (xo ，2yo ) 32 f(zo, yo ) 


DZ 9r9y 
Hj(xo, yo ) 一 2 2 
9 f(xo, yo) 9° f(xzo, yo) 
dy9x ay’ 


则 公式 可 写成 如 下 形式 : 
9af (xo, y0) 9f Cro, 7) () 


fzoth, yth)= flro, y)+ (TAD: 2 )(, 
1 
十 广 ( k)Hy xo, oo (1) ok， 


例 将 函数 > 在 (1, 1) 点 展开 带 有 Peano 余 项 的 Taylor 
公式 至 三 次 项 . 
工 _1 十 (z 一 1) _ _/ 
+(y—1)’—(y—1)? 十 o((y 一 1)’)] 
二 1 十 (x 一 1) 一 (y 一 1) 一 (x 一 1)(y 一 1) 
十 (y 一 1)? 十 (x 一 1)(y 一 1)? 一 (y 一 1)* 十 o(P’). 


这 里 p= 二 V(x 一 1)? 十 (y 一 1)?, o((y 一 1)*)=o(P), (x 一 1) 
(y~—1)’=0o(p’ ). 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1. 在 点 (1， 一 2) 处 把 函数 

jz，y) 一 2z: 一 zy 一 多 一 6z 一 3y 十 5 

展 成 Taylor 公式 . 

2. 在 点 (ze ，y ) 处 把 函数 

f(x, y) = az: 十 20ry 十 cy 

展 成 Taylor 公式 . 

3. 把 下 列 函 数 在 点 (0, 0) 处 展 成 Taylor 公式 到 第 四 次 项 : 


(1) f(zx, y)=vV1i~zx —y. 


COS 工 
(2) xz， 2) 一 5osy 
(3) f(z, y) =arctan (E242). 


粮站 苏 炎 区 叶肉 ”山脉 十 入 
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怀 冰 冲 注 加 沾 愉 ” 遇 惠 十 各 


(4) Frz，y) 一 In(1 一 z)， ln(1 一 y). 
4. 设 万 为 包含 原点 的 凸 区 域 ,又 F(z,，y)EC(D), 且 满 
足 
rd +yd =0. 


试 证 明 f(x, y) 在 D 上 为 一 常数 . 若 DD 是 不 含 原点 的 区 域 ,在 
上 述 条 件 下 ,试问 f(x, y) 是 否 为 一 常数 ? 

5. 六 为 凸 域 ,，(xo。， yo)ED, 函 数 fE€EC*(D), 恒 有 常数 M 
二 0, 在 D 上 满足: 


of “(二 . ... 
Er <M, (k=0,1, ,7 7 一 上 ，2， ). 
则 在 D 上 f(x, y) 可 展 成 二 元 Taylor 级 数 : 


fxs dh, yo t+k)= > 二 ( 疗 +4 疗 ) fx， yo ). 


6. 二 元 震级 数 D3 y ary” 的 收敛 域 定 义 为 震级 数 


> he. ,| | zj" |y 1” 的 收 化 域 (保证 求 和 与 次 序 无 关 ). 试 
画册 下 列 军 级 数 的 收敛 域 : 
0 习习 ry ; (2) 5) Dy"; 
(3) 5 y's (4) 5) Dlcr Ty” 


7.2 凸 函 数 


定义 14.5 设 了 DD 是 平面 是 域 , f(x, y) 在 D 上 定义 . 若 对 
D 上 任意 两 点 (zi, yi1),， (zxz， yz ) ,函数 满足 
flixi (ltr, iyit (1—i)yz] 
Lf ri, Yi) fr, yi) (OKtE1). 


定理 14.7 设 DD 是 平面 证 域 , f(x, y)EC2 (D), 则 下 列 


则 称 A(x， y) 是 证 域 D 上 的 凸 函数 . 
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命题 等 价 . 
(1) f(x, y) 是 D 上 的 凹 了 水 数 ; 
(2) vy (xo, yo)ED, 有 


dg 
fr 相关 Jr yt DM (rx) 


9f (zxo, yo ) 


十 ay (7 一 yo )， 


V (x, y) ED; 
(3) Y (xo，yo ) ED,Hesse 矩阵 互 / (xo， yo ) 半 正定 . 
证 明 (1) 之 (2). 由 凸 函 数 定 义 知 

ALtz 十 (1 一切 re， y+ (lt)y] 
Stf(r, y+ (1) f(r, yo), 中 

上 式 左 端 利 用 微分 定义 得 

ji 巡 十 (1 一 为 zoy ty 二 +(l i)y)] 
一 帮 zo 十 !(z 一 zo)，yo 十 1 一 yo )] 

9f (xo, Yo) 

gz 


永 冰 苏 玫 区 站 二 四 十 上 


1 (7 一 To) 


二 f(xo, yo) 十 


af xo, 
+ yy) +oltp), 


其 中 p==V (zx 一 zo0) 十 (y 一 yo)7. 
把 上 式 代 入 Q@ 式 ,并 消去 f(x。，yo) ,得 


(StS yy) Hole) 
Tx > 


iL f(z, y)— f(r, Yo ) j， 
上 式 除 以 4, 然后 令 :0, 因 lim 全 42=0(p 视 作 常数 ) , 即 得 


9f (xo » Yo ) 
9x 


(x Xo) 


f(z, y) 之 f(xzo, Yo) 


十 


9 0 9 0 
fs? 2y Yo) | 
(2) 过 (3). 任 取 (x6o, yo)ED 和 (x,，y)ER, 当 1z 充 分 小 _75 


站 沪 误 溢 加 日 ! 灿 ” ”出国 十 波 
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时 ,点 (zo 十 1(X 一 To0), Yo 十 t(y 一 yo))ED, 应 用 本 但 7.1 节 和 公 
式 (@ 得 

flxott(z— x0), yti(y— yo)] 


、 9 0 ， 区 
=f C0, yw) ti (A As 人 1 


了 一 .yo 
£ TXo 2 
+ (rx y— yo) H(zxo, oo )+o 0)， 
Yo 
其 中 p=V (x 一 zo0) 十 (y 一 yz)?. 
由 (2) 的 假设 推出 
— zo 


2 
F(T zo y— %) HC yo) jtoc p20, 


JJ 一 yo 
上 式 除 以 ,然后 令 1->0, 即 得 


— Xo 


人 
(rz yy) HC, oo) 人 j=°. 


A 
这 表明 矩阵 Hj (ze ，y% ) 是 半 正 定 的 ,再 由 《xo, yo) 的 任意 性 ， 
矩阵 Hj(x, y) 在 D 上 是 半 正 定 的 . 
(3) 过 (1). 任 取 两 点 (zi, y1)，(xz, yz)ED, 令 
Too= tr 二 (lit)r, y= iyit (lt)y. 
由 定理 14. 5 得 


9 
Fr ym)= flr yp) Sr — 7) 
9 多 
+ 2 一 %) 
二 一 Zo yO— yo)H,(ro tO 一 To)， 
X11™ Xo 
yw tO —y)) ( ) 
1 一 yo 
(0<-0<1) ,再 由 (3) 的 假设 ,推出 
9f (zo, yo ) 


fx, 1) f(xo, 3o ) 十 gx (Xl 20) 
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9 
十 3 2 0y, yo ). © 
同 理 有 
> 9 
f (zz, y2) 宇 f(xo, Yo)++ es yo) (7, Zo ) 
吕 
十 Ts» yo) (,, yo ). @ 


Oxi 二 + 加 XxX(1 一 1) ,得 
tf Cz, Yi) (1— i) f(x, y2) 
之 f(xo, yo) 
=f[tzit+(l—ti)zr:, ty (1—i)yz |]. 
证 毕 . 
例 求证 /(z, ?) 一 丘 + 是 R 上 的 凸 函 数 ， 
证 明 先 求 出 函数 的 Hesse 矩阵 
(2 十 47z2 )er 1 drye™ ty 
dryer +» (2 4y: )e”™ 
因 (2 二 4z)e**”>0 和 detHj((zx, y))= (4 二 8x + 8y:) 
ex +3 )>>0, 所 以 Hesse 矩阵 是 正定 的 ,由 定理 14.7 知 函 数 为 
凸 函 数 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1， 试 证 明 函 数 
(1) f(x, y)=7 +y; (2) f(x, y)=e™, 
是 全 平面 上 的 凸 函数 . 
2. 总 为止 域 , f: D 一 R 为 凸 函数 ,证 明 : VY aE R, 水 平 集 
了 一 |(z， y)EDI1f(x, y) 二 ql 为 凸 集 . 
3. 为 凸 域 ，F: DR 称 为 拟 凸 函 数 , 大 对 Y (zi，y )， 
(zyED，VYAE(0,， 1), 有 
fAzrit (1 —NVz, hyit (1—4)y:) 
max{ f(x, y1), fx, yz )}. 
证 明 f 是 拟 凸 函数 ,充分 必要 条 件 是 水 平 集 


Hj,((x, y)) = 


ws 


帐 沪 误 六 加 量 ! 届 ” 册 国 十 小 
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贝 冰 襄 举 苞 日 壤 ” 山 天 十 识 


78 


“一 ji zy)EDIAzy) 委 aaERi 
SS 了 呵 量 柄 数 的 可 微 性 
8.1 线性 变换 
讲述 向 量 函 数 微分 时 ,要 用 到 线性 算 子 概念 ,所 以 有 必要 先 
来 探讨 线性 算 子 的 性 质 ， 
定义 14.6 若 上 映射 A: R"—R” 满足 : VxY， XxX, xX, E 及 "， 
cER, 有 ACxi 十 xz ) 二 A 和 (xi) 十 A (xs), A(cx) 二 cA (x), 则 称 AA 


为 线性 算 子 . 4(z) 常 记 作 4x. 
显然 40=0. 对 线性 算 子 只 要 知道 它 在 一 组 基 的 值 ,该 线性 
算 于 就 完全 确定 . 事实 上 , 设 {x ,xz，…, 各 )} 是 R 的 基 , 已 知 


A 作用 在 基 上 的 像 为 {4x ,Ax;,…, Ax,}, 则 Vx 一 Dox 


E R’, Ax 一 SA 

A 的 值 域 R(4) 是 R” 的 线性 子 空间 ,， R(4) 的 维 数 称 为 4 
的 秩 , 记 作 rank4. 若 rank4 一 &, 充 要 条 件 是 向 量 组 {Ax!,， Ax;， 

Ax, ) 的 最 大 线性 无 关 组 的 个 数 为 . 

称 集合 N(4) 一 {zER"|4xz=0)} 为 4 的 零 空间 ,显然 它 是 
R" 的 线性 子 空间 , 4 为 单 射 的 充 要 条 件 是 N (4)==101. 

记 所 有 线性 算 子 4: R"->R” 全 体 为 L(R", R”). 若 n 一 m 
称 A 为 线性 变换 ,其 全 体 记 作 工 (R"). 若 4: R" 一 R" 是 双 射 , 则 
由 A (hx) 二 x(VxER") 确 定 4 的 道 变 换 : R" 一 R". 显然 
A !' 也 是 线性 变换 . 

定理 14.8 AEL(R") 是 单 射 , 当 且 仅 当 A 和 是 满 射 . 

证 明 设 R(4) 二 R". 任 取 R" 的 一 组 基 {x1, xs ,，…, xX,})， 
由 4 满 射 知 向 最 组 Q@ 二 {Ari Ars ,… ,Ar,) 线 性 无 关 . Vx 


EN(4)Hx= Dex, 可 得 
j=1 
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Ax = A( Vox,)= Deax, = 0. 
再 由 QQ@ 是 无 关 组 ,推出 c==0 (1 过 jn), 即 得 x 一 0 或 N(A4) 
三 101 ,这 说 明 4 是 单 射 . 

反之 , 设 N(4) 5 10}. 由 DD oA =0 ,可 推出 > or 一 0， 
进而 推出 c =0 (1 委 ) 委 7”)， 这 说 明 向 量 组 Q 线性 无 关 ， 所 以 4 
是 满 射 . 证 毕 . 

定义 14.7 (1) 设 Al, 4, EL(R", R”"), c1, cz ER, 定 义 
Ci 人 i 十 co A: R 一 R" 为 : (cl4 十 ch )X 一 cA 和 1xX 十 csh,xX, 容易 
验证 cl4; 十 ce4s EL(R", R”"), 说 明 工 (R", R”) 也 是 线性 空 
间 . 

(2) 设 AEL(R”", R”"), BEL(R”", R*), 将 4 与 B 的 复合 
(BA)x 二 B(Ax ) 定 义 为 它们 的 乘积 , BAEL(R”, R*), 当 n=m 
一 访 时 ,这 时 BA4 与 48B 均 有 意义 ,但 不 必 相 同 . 

(3) 设 AEL(R”", R”) ,定义 4 的 范 数 上 4 为 : 

AT = sp lll 

利用 4 的 线性 性 ,对 任意 xER" ,有 

14x | 委 1 上 4 |x|; 
车 存在 4, 对 任意 xER", 有 |Ax| 志 4|x|, 则 上 41 A. 

注 ” 范 数 有 一 几何 解释 . 设 线性 算 子 4 的 秩 为 &, 算 子 4 把 
R" 中 单位 球 |x| 二 1 映 为 R" 中 维 椭 球 , | 4 | 即 为 这 个 不 维 
椭 球 的 最 大 长 半 轴 . 

定理 14.9 (1) 车 AEL(R", R"), 则 上 41 < 二 ce, 且 4 
是 R" 到 R” 的 一 致 连 续 映 射 ; 

(2) 若 4, BEL(R", R”"), cER, 则 

14+BI| 141+i1Bl|l, ll =lcl 141. 
定义 4 一 Bf 为 4, 8B 间 的 距离 : 4(4, 8B8)= 4 一 BH, 则 
工 (R" ，R” ) 为 一 距离 空间 ; 

(3) 若 AEL(R", R"), BEL(R”"，,，R?*), 则 


冰冰 如 泣 医 二 内” 世 加 十 油 


怀 冰 六 洛 攻 洁 江 ” 山 惠 十 各 
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84 和 11838141. 
证 明 证 (1). 设 {ei， €2,'"*, ) 为 R” 的 标准 基 , x =-= 
D200, | x | 一 人 Di 于 是 有 
| Ax | 一 | Deone, < 


1 


<(Dol) Bl) (Dl) 

所 以 
141 < (140l'): <+o~ 0 
放 当 zyER 时 ，|Ax 一 Ay | 三 有 41x 一 y| ,由 此 即 可 看 出 也 


射 4 一 致 连续 . 
证 (2). 因 |1(4 十 B)x| 一 14x 十 Bxl 委 l4rl 十 |Bxri 和 (141 
十 1B1)lxi, 所 以 1 A+B1 和 上 41 十 上 Bl. 同 理 可 证 


| eA =ic| | 有 41. 
若 4, B, CEL(R"*,R”), 则 
IA4—CcCl = 外 (4 一 中) 十 (一 C) | 


委 |‖ 4 一 下 | 十 1 83 一 C1 ， 

这 表明 工 C(R" ，R" ) 为 一 距离 空间 ( 另 两 条 件 上 4 一 吾 上 一 0, 当 且 
仅 当 4=B, 和 上 4 一 B= 二 B 一 A 显然 满足 ). 

证 (3). 因 1B4x| 志 上 B14x| 志 BAH1x|, 所 以 

1B41 二 上 B14 上 .证 毕 

对 距离 空间 L(R”, R”) ,我 们 可 以 引入 邻 域 集合 的 内 点 、 
聚 点 , 开 集 , 闲 集 和 连续 等 概念 . 

定理 14.10 设 QCL(CR") 为 所 有 可 道 线性 变换 的 集合 , 则 

(1) AEQ, 当 和 且 仅 当 |Ahx | 之 A|x| (0); 

(2) 设 A4EQ, BEL(R"), 而 是 上 B 一 A447 中 < 之 1, 则 
BEnN; 

(3) 映射 和 4 P47 ' 在 人 上 连续 
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证 明 证 (1). 4 可 逆 , 则 |xi= |47'(4x)| 夺 47 


14x|, 所 以 |4x | 之 二 一 一 [二 nl |x|. 反 之 , 若 |4x | 之 +lx|, 推 由 A 为 


单 射 ,由 定理 14.8 知 4 可 道 . 式 中 x 用 4 'y 代 入 ,可 得 上 A 
世 二 . 


证 (2). 令 1 4A! 中 = 二， | B 一 4 上 =P, 条 件 即 为 8<ia. 因 


|Bx| 之 |Ax| 一 1(4 一 B)x| 宇 |4x| 一 上 14 一 B11x| 之 二 一 下 |x| 


Ta 
一 14 一 8 xl 一 (一 且 lx| ,所 以 如 可 着 , 且 ‖ 8 1 < 志方 

证 (3). 由 恒等式 一 一 4 一 B (4 一 下 )4 一 ,得 

[BA < laa-Bl lA < 

当 B~4 时 ,有 BP>0, 也 就 有 B-! 一 A-!, 所 以 映射 A ~A-! 连 

上 面 的 讨论 与 基 无 关 , 即 使 用 到 基 , 其 结果 不 依赖 于 基 的 选 
取 . 但 讨论 线性 算 子 表示 时 ,其 结果 将 依赖 于 基 的 选取 , 设 
(2 9 X22» "7 Xn } 和 {yi 9 yz ， 机 yx) 分别 表 示 及 ” 和 及 ” 的 基 . 
对 于 每 个 AEL(R",R” ) 由 


Axr; = Dasy: (7j = 1,2, ,1) 
i=1 


确定 一 组 数 a; ,将 其 写成 mXn 矩阵, 记 作 


Cl11 C12 Cl 

CC21 C22 U2 
[4] 

Um Qnrn2 dmn 


矩阵 [4] 的 第 j 列 为 Ax; 的 坐标 ,所 以 矩阵 每 列 称 为 列 向 量 ， 
的 值 域 是 由 列 向 量 生成 . 不 同 的 4 对 应 的 矩阵 [4] 也 不 同 . A 
之 ,给 定 mXn 矩阵 [14] ,可 以 定义 一 线性 算 子 AEL(R”, R")， 


_81 


疏 冰 旭 泛 吕 二 洪山 瑟 十 如 


尽 沪 完 溢 加 日 以 ”人 央 国 十 潍 
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所 以 AEL(R”*, R”) 与 m Xn 和 矩阵 间 可 建立 一 一 对 应 , 需 注 意 
的 是 这 个 对 应 依赖 于 基 的 选取 . 
我 们 采用 和 矩阵 运算 记 法 ,有 
A[xi, Xs, ,xX |= [Ax!1, Ax,, .… , Ax, | 
=[y1, ye, *, ym][A]. © 


若 x 一 > ,cixi ,可 得 
j=1 


Cl Cl 
Ax = A[xi, x , ,xX, | 2 = [y, yz,， ,ym [A] : 
Cn C 
又 Ax 直接 在 R” 中 分 解 式 设 为 : 
bi bi ci | 
bz b; "| C2 
Ax 一 [Lyi ，J2， ym | : » 则 : 一 [4j : ’ 
b,» bn Cn j 
这 给 出 线性 算 子 在 取 定 基 下 的 计算 公式 . 
可 以 证 明 若 4,，BEL(CR”, R”"), 则 [A 十 B]==[A] 十 [Bj]， 


[24]= 二 2[A], 若 AEL(R’, R"), BEL(R”, R*), 则 [BA] 
= 一 [8][4]. 我 们 来 说 明 后 一 等 式 . 设 {i, zz,…, zp}) 为 R? 的 
基 ，BEL(R"，R2 ) 对 应 的 矩阵 为 p Xm 和 矩阵 [B], 则 
[By:, By:, *…, By», |= [z1, z2, **, zjJLB]. 二 
设 BA EL(R”",R?) 对 应 的 是 p Xn 矩阵 [BA ] , 则 
[BAx,, BAx;, …, BAx, |]= [zi, zz, .…, z, |[ BA. 
将 B 作 用 到 @ 式 ,然后 应 用 名 可 得 
[BAx!, BAx,, .…, BAx,]= [By:, By,, …, By, |[A] 
=[z1, z2, ,zs J[BILA]. 
比较 上 两 式 , 即 得 [B41]==[B]{4]. 特别 当 n 二 m=p, 且 取 定 相 
同 基 时 , 4 为 可 逆 变换 , 了 表示 恒 等 变换 , 则 [47'1][A4]=[1]， 
即 得 [4 '] 二 [4A]. 
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利用 线性 算 子 的 矩阵 表示 ,我们 可 以 给 出 范 数 的 估计 式 . 设 

{ely ee， 6) 和 人 0， 到， 为 及 "和 玉 ” 的 标准 基 ，4 
EL(R", 更 记 的 和 所 er， 由 四 可 得 


1al < (5 1a0 1) !- (> D>) 


j=1 


又 有 1 41 = sup | Ax | |4e;|=( 3) 六 之 |as | ,所 以 
max|as | 三 141 志 ( 243) 
定理 14. 11 (1) 4ELCR ) 可 递 的 充分 小 必要 条 件 是 
det[4] 天 0; 


(2) det[4] 的 值 与 基 的 选取 无 关 . 

证 明 证 (1). 设 4 可 道 , 由 [4][4- =[ 刀 ,得 det[4j] 
.det[A-!1] 一 det[1] 二 1, 所 以 det[4] 天 0. 反 之 , 若 det[A] 关 0， 
则 [4] 的 个 列 向 量 线性 无 关 , 由 此 可 知 4 为 满 射 ,根据 定理 
14. 8 推 得 4 可 道 . 

证 (2). 设 {e1，e@，…, e,) 是 R" 的 标准 基 , {wm ,wz ,，…,) 
是 R" 的 另 一 组 基 . 4 在 不 同 基 下 对 应 不 同方 阵 : 

[Ae1, Ae:, …, Ae,|= [e, ez, *…, e» |[A], 
[Aui, Aus, *…, A j= [ui, Ws, ,UJ LAA]. 
我 们 来 证 明 这 两 个 方 阵 [4], [A jv 的 行列 式 相 等 . 为 此 由 下 式 
定义 线性 变换 B: 
u; = Be, (ll jn). 
显然 变换 B 可 道 , 且 
[ay Ua, , Un l= [el ez, **, er [Bl]. 
将 4 作用 于 上 式 得 
[Aui, Au;, *…, Au, ]= LAe;, Ae;, …, Ae, ][B] 
= [e ,er，…，e][4][B]， 


[LAu, ， 4z 2， ， 机 Au, |] 一 Lu, U2;, u, J[Alv 


业 六 如 燃 攻 寺 从 ” 贡 轨 十 泪 
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一 [el，ez，…，e][Bj.4ju. 
比较 上 两 式 , 得 [Aj[B] 二 [Bj][A4jv, 取 行列 式 得 
det[Aldet[B] = det[Bjdet[A ju. 
因 det[B] 关 0, 可 得 det[4] 一 det[4]ju. 证 毕 . 
定理 说 明 变 换 对 应 的 方 阵 行列 式 与 基 的 选取 无 关 , 所 以 我 
们 可 以 谈 变换 的 行列 式 , 并 记 det4. 
思考 练习 解答 下 列 问 题 : 
1. 设 4aAEL(CR",R), 证 明 存在 唯一 向 量 y?E R" ,使 hx 
一 ，X. 
2. 设 4EL(CR"，R), 且 4 不 为 零 映 射 , 证 明 六 (4) 为 2 一 1 
维 子 空间 . 
8.2 向 量 函 数 的 微分 概念 
设 DCR"，DCR" 为 区 域 , f: D>0, x F=y 一 xz) 为 一 
向 量 函 数 . 若 记 f= (fi, fo， ,fm), X= (Xi, Te, ,Tn); 
y= 二 (y， 2 ，…，ym); 则 给 定 一 向 量 函 数 y 二 (x) ,相当 于 给 
定 m 个 n 元 分 量 函 数 : 
yi = fi(xi, zz，…，Tn) (1 过 im). 
向 量 函 数 在 D 上 连续 ,等 价 于 m 个 分 量 函 数 在 D 上 连续 . 
定义 14.8 给 定向 量 函 数 f: D>0, x Fy 二 (Xx), x 
ED, hE R", 若 存在 线性 算 子 AEL(R", R" ) ,使 
fxoth)— fxo)= Ahi+oa(h) |h|, 中 
其 中 ae(h)ER” 满足 lim|e(h) [一 0, 则 称 了 在 xo 点 可 导 或 可 
微 , A 称 为 了 在 xe 点 的 导数 , hh 称 为 了 在 xe 点 的 微分 , 记 作 
f (x0)=A, df(xo)= fF Cxo)h. 
若 定 义 dx 二 hh, 则 df (xo) 二 (xo)dx. 
A 也 记 作 Df (xo) ,导数 也 称 全 导数 . 四 式 等 价 于 
jim La 二 和 于 多 一 0， 


h—"0 


上 式 分 子 是 R" 空间 的 模 , 分 母 是 R" 空间 的 模 . 如 果 f(x) 束 是 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


线性 算 子 4(x*), 上 式 分 子 为 零 , 所 以 4 (xz) 一 4. 
定理 14. 12( 微分 唯一 性 ) 若 


lim Lf | = 0 (i=1,2), 


页 -0 
则 4 一 
证 明 令 有 一 4 一 4 ,由 不 等 式 
| Bh | < |f (xot+h)— f(xo)— Ah| 
十 | fCxo 二 hh) 一 f(xo)—Azh|, 


得 0 (h 一 0). 换 一 角度 来 考察 此 极限 ,加 定 h€ R"， 


i:ER, 有 
JBh| | Bh) | 
|h| | 二 | 
推 得 胸 一 0, 直 于 的 任意 性 知 刀 0, 好 A 一. 证 和 
定理 14.13 向 量 函 数 /= ( 户 , fi，…， fw) 在 xo 
的 充分 必要 条 件 是 : 每 个 分 量 函 数 f; 在 x。 点 可 微 (i=1， 
es m). 
证 明 设 了 在 xe 点 可 微 , 则 外 式 
fxoth)— fx)= Ahi+oa(h)|h|, 
成 立 . 其 中 AELCR", R”"), |a(h)| 一 0 (h->0). 考虑 投影 映射 
NZ: RR,y ry;(i=1, 2, …， m), 显 然 Xz; ELI(R”, R)， 
记 A;=XA EL(R', R), a 二 NK" 0 (i 二 1, 2,…, m). 注意 到 
Kx;° 了 二 了 ,所 以 将 zt 作用 到 中 式 得 
fiCxoth)— filxo)= Ahta(h) lh| (i=1,2,%,m). © 
由 |a(h)| 志 |e(h)|->0(h 一 0) ,根据 数值 函数 微分 定义 , 知 ff 
在 x 点 可 微 . 
反之 若 @ 式 成 立 , 利 用 下 式 定义 4E 工 CR ，R”) : 
= (Alh, Azh, *…, Anh ). 
记 @ 二 (qi, ay,…, Qn). 则 由 回 式 可 得 @ 式 . 由 于 |e(h)| 


过 了]a(h)| 一 0 (h 一 0), 知 了 在 x。 点 可 微 . 证 毕 


一 0 (一 0)， 


冰冰 以 海 图 由 民 ”性 四 十 各 


85 


全 。 数学 分 析 (第 三 册 ) 


幅 六 误 闪 区 IH” 者 因 十 惧 


86 


利用 本 章 8. 1 节 的 结果 ,可 得 下 面 两 个 推论 . 
推论 14. 1 设 f= (fi， fr ， fm) 在 Xo 点 可 微 , 则 


9 0 . 
1,2，…， ms j 一 1，2，…,n) 存 在 , 且 


Cr 


To9fi Cxo) of1(xo) .,, 9f1 (Xo)] 
OX QZ? 97, 
9 f: (xo ) 9f, (xo) ... 9f2z (Xo) 
Lf’ (xo)]= gx 0x2 gx, 


9 fn (Xo) 9 fn (Xo ) ,, Of (Xo) 
L OX gz? Gk J 
称 [了 (xo)] 为 在 x。 点 的 Jacobi 和 矩阵. 当 m==-n 时 , 称 
detf(xo) 为 了 在 xo 点 的 Jacobi 行 列 式 ,也 记 作 : 
f,» 
人 


9(fi, f:， “”” 


9 
9 (Zz1, 2， 


i 


detr (xz ) 一 JrCr) 或 


推论 14.2 若 2 (i=1,2,…, m; 7 一 1,， 2,…, 7) 在 


xo 点 连续 , 则 了 在 x。 点 可 微 . 

记号 [EC%(D) 表 示 每 个 分 量 fi: EC%(D) (i=1,2,…， 
m). 

我 们 来 讨论 由 参数 方程 和 隐 阔 数 给 出 的 & 维 曲面 求 其 & 维 
切 空间 问题 . 设 DCR 为 区 域 , 向 量 函 数 x(t) : D>R"(n 之 有 ) 若 
满足 x(DECoO(CD) , 则 称 向 量 函 数 为 R" 中 维 曲面 (不 仅 指 值 
域 ,还 包括 对 应 规则 与 定义 域 ).t。E D, 设 线性 算 子 x (Ch ) EE 
L(R:,R” ) 的 秩 为 &, 则 它 的 值 域 是 了" 中 & 维 子 空 间 , 再 将 其 平 
移 x(t ) 得 仿 射 子 空间 , 称 此 仿 射 空间 为 维 曲 面 在 x (bo) 点 的 
切 空 间 , 用 方程 表示 为 : 

x=xto)t+x (toh (he Re). 

当 & 一 1 时 , 设 x= (xi, Xs， …, ZX), 得 到 曲线 的 切线 方 

程 : 
ZI 一 Zi(t) zs 一 zt) Tn — Tr (lo) 
zt) zr) 0) 
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当 有 一 7 一 1 时 , 设 f= (1, ti，… 
零 解 ,其 系数 行列 式 为 零 条 件 得 (” 一 1) 维 切 空间 方程 : 


OZzi(t ) OZi(t ) 
一 所 1 
Xl Xi (to) op py | 
gxzz (to ) ozz (to ) 
Za OX (fo) 一 一 一 = 一 一 一 
det of gt 1 = 0. 
OZ (to ) oz (to ) 
Th — Xn to) Ey ar | 
或 
OT1, ,T,X ) 
一 - ] ) 半 1 .7. ? 9 jy 9 一 0. 
CD oD | 


记号 Xz; 表示 略 去 zi 

设 DCR" 为 区 域 , f: D>R*(n>>k) 有 HfE€EC(D), a€ED, 
线性 算 子 f(a) EL(R", R*) 的 秩 为 ,下 章 我 们 要 证 明 方 程 
f(x)==0 在 a 点 邻 域 确定 一 过 a 点 的 (2 一 &) 维 曲面 ,该 曲面 在 
a 点 的 (n 一 &) 维 切 空 间 方 程 为 ; 

f(a)(x—a)=0. 

它 是 线性 算 子 1 (a) 在 R" 中 的 零 空 间 平 移 距 离 a 所 得 的 仿 射 
空间 . 

当 &=1 时 , 记 f 为 f, x= (Xi, Ti， … 
… ,ax ) , 则 方程 变 为 : 


9 Zn)，Q 一 (41， C2， 


当 二 mn 一 1 时 , 记 二 (所 ，fo，…，f,_1) ,方程 变 为 : 


Xial 
a(fi, f2，, ”9 fr ) 


A(x2, Ts, ,Tn) a 


(一 了 一 


XT2 


一 Cs 
(一 1)z2( 亡 ， fe, ”“”， fa_1) 


9 (x1, XTX3,“"", nr ) 


， ts-1), 利 用 方程 组 有 非 


业 冰 灾 沪 莉 蛋 | 殿 ” 贡 四 十 小 
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Tn Qn 
9Cfi, fe, , fri) 
d(x1, X33 Xl ) a 


思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 设 xER", 求 下 列 函 数 的 (x): 
(1) f(x)=x. (2) f(x)= |x|. 
(3) f(x)= |x|x. 
2. 说 明 微 分 定义 等 价 于 : 
fxoth)— fxo)= Aha(h), 


其 中 a(h) ER", 且 lm 名 ==0. 


3. 4A" 表示 A 的 转 置 , 则 参数 表示 的 曲面 法 空间 为 : 
x (fo) (x—x(to))= 0; 
隐 函 数 表 示 的 曲面 法 空间 为 : 
x=at+f (a)h (hE€ER’). 
试 写 出 上 =1 和 nn 一 1 时 法 空间 的 分 量 方程 式 . 
8.3 向 量 函 数 的 微分 运算 
定理 14. 14 设 DCR"， 0CR” 为 区 域 , f: D0 在 x 
ED 点 可 微 ,g: 0 一 R 在 yo 二 f(xo)EQ 点 可 微 , 则 F(x) 
二 g(f(x)) 在 xo 点 可 微 , 且 F (x6) 二 g (f(xo))f (x0). 
证 明 令 A=f (x), B=g (yo), 当 xo thED, yo tk 
EQ 时 ,由 可 微 定 义 得 
fxoth)— fxo)= Ahi+a(h)|h|, lim | el(h) |= 0; 
glyo +h)— gly)= Bk+BE) IkI, lim| Bk) |= 0. 
补充 定义 &(0)==0, 令 k= 了 (xo 十 hh) 一 f(xo), 则 
[天 | 一 | Ah+oa(h) | 天 | 委 [141 二 ce) |jlhl. © 
估计 五 改变 量 ， 
F(xo th)— Fx)= gf xo h))— gf Cxo)) 
=g(yotk)—g(yo)=Bk+P Kk)IK| 
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=B[Ah+o(h) lh|]+B( KE)IK|, 
利用 中 可 得 
[FCxo +h)— F(xo)— BAh | 
Ih | 
|B iedh)|l+t lB A) A + |]. 
当 h>0 时 , |a(h)| ->0. 又 由 中 推出 Kk 一 0, 进 而 1B(K)| 一 0. 这 
样 就 有 


im | FCxo + EC )—BAh| _ 0 
即 下 在 x。 点 可 微 , 且 F (xo) 二 BA. 证 毕 . 
若 fECW(D), gE€CV(0), 则 FECW(D), 且 在 D 上 成 
立 
F(x) = g (f(x))f (x). 
车 n==m 二 pp, 对 上 式 取 行 列 式 得 
detF’(x) = detg’ (f(x))detf’ (x) 
定理 14.15 (1) 设 f, 8: DCR">R”, 且 在 D 上 可 微 , 则 
(f(x)+g(x)) = (x)+g (x), (f(x) * g(x)) = fx): 
g(x)+g(x) * f (x); 
(2) 设 f: DCR" 一 R, g: D 一 R”", 且 在 D 上 可 微 , 则 
(f(x)g(x)) =f(x)g (x)+g(x) fF (x). 
证 明 我们 只 证 点 乘 公 式 , 其 余 两 式 一 样 可 证 . 由 条 件 得 
f(xt+h).: g(x+h) = [f(x)+ fF (xh+a(h) |h|] 
. * [g(x)+g (x)h+PB(h)|h|] 
=f(x) . g(x)+f(x): g (x)h 
+g(x) : f (x)hte(hk), 
其 中 数值 函数 e(h) 为 : 
e(h) = f(x)h:. g(x)hi[f(x): Bh) + g(x) - ol(h) 
+f (x)h: Bh)+g (x)h. a(h) 
+a(h) . Ba)lh| ] | 天 | ， 
利用 点 乘 的 Schwarz 不 等 式 , 得 估计 式 
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业 冰 囊 涝 区 二 殿 ” 役 瑟 十 路 


Lo < FPC) gC Ihlt| f(x) || BOh) | 


| 天 | 
tig(x)| lech)|+[ | f(x) BDI 
+ gCx) | |e(h)|+ le(h)| EBD) 一 0 
(h—>0), 


所 以 

lim | f(x+h). g(x+h)— f(x). g(x) — f(x) g (x)h— 
g(x) :f(x)h|/|h|=0, 
这 说 明 f(x) . g(x) 可 微 ,是 (f(x) :g(x)) 二 f(x): g(x) 
十 g(x)* f(x). 证 毕 . 

注 我 们 把 向 量 f(x) € R” 理解 成 线性 算 子 f(x) EE 
L(R, R” ) , 它 的 共 暂 算 子 记 作 f(x) ELC(R”,R), 则 公式 也 可 
写成 (f(x) : g(x)) =f(x)’g (x)+g(x) f(x). 

定理 14. 16( 中 值 不 等 式 ) 设 DCR" 为 是 域 , f: D>R”， 
且 fECW(D). 证 明 对 任意 a, bED, 存 在 6E€D, 使 

OPACORE :AI 

证 明 ” 作 辅 助 函 数 g(t) 二 [f(b5) 一 f(a)] * flat+t(b—a)] 
(0<<t 志 1). 由 条 件 知 9 在 [0, 1] 上 连续 可 微 ,根据 一 元 中 值 定 
理 得 

p(1)—9(0)= 9(0 (0<0<1). © 
注意 到 pg(1) 一 p960)==[f(b) 一 f(a)]: [f(b)— f(a)]=|1f(2) 
—f(a)l, 和 wp (t=[fb)— f(a)] : flatt(b—a)l(b—a), 
记 =a 十 0(b 一 a)ED, 由 @ 式 得 
| f(6)— fla) | = [f(b)— f(a)]: f (86)(b—a). 
应 用 Schwarz 不 等 式 , 并 消去 | f(b) 一 f(a)| , 即 得 
1f(5) 一 f(a) | 过 fF(6)1 丰 15 一 a |. 证 毕 . 
定义 14.9 设 f: DCR" 一 R" ，FE Co (D)，xoEDD, 若 
rankj (xo) < min(n, m), 

则 称 ze 是 函数 y= 了 f(x) 的 临界 点 ,yo 二 (xo ) 是 向 量 函 数 的 临 


90 “ 界 值 . 
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若 f: DCR"->R, 则 x。ED 是 临界 点 的 充 要 条 件 是 : 
df (xo) _ 9f (xo) ,os 9f (xo) 0 


oxi dr» On 
若 f: DCR" 一 R", 则 xo ED 是 临界 点 的 充 要 条 件 是 : 
9(fi, fo, fr) 一 0 


9 (Xx1, XTX2,""", Tn ) xo 


detj (xo ) = 


例 设 f: DCR">R,，fEC3(D), xo ED 为 水 数 临 界 
点 , 旦 / (xzo ) 为 了 的 Hesse 矩阵 ,满足 det 昌 /Cxo) 关 0, 则 临界 点 
是 孤立 的 , 即 35>0, 在 空心 邻 域 U* (xo ; 56) 内 无 函数 临界 点 . 

证 明 考虑 向 量 函 数 

F(x) = (f(x), fi(x), %, f(x)): DCR 一 了 
因 fEC%(D), 所 以 FE CVW(D), 由 推论 14.2 知 在 D 上 可 
微 , 且 

[F(x)] = H/(x), detF'(xo) 一 detHrCrz) 尖 0. 
根据 定理 14. 11 与 定理 14. 10 ,得 出 变换 F(xo ) 可 道 , 且 
[F(x hl>Alh| (>0). 
由 微分 定义 和 x。 是 临界 点 ,得 
Flxo+h)— Foxo)= F(x)h+o(h) |h| 


业 冰 咖 注 医 届 殿 ” 才 四 十 波 


和 
下 (xo) 一 0， 
所 以 有 
[FOr tb) | 之 A414k| 一 祁 1 hl= 全 1k1, (1h|< 0) 


这 表明 xo 十 REU” (xi 66) 时, F(xo 十 h) 不 是 零 向 量 , 即 x 十 hh 
不 是 了 的 临界 点 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. DCR” 为 区 域 , f: D>R” 且 JE Co (CD)， 

(1) 若 了 (x) 一 0, 证 明 f(x)==bER”. 

(2) 若 f(x)==4, 证 明 f(x) 二 Ax 十 b. 

2. 证 明定 理 14. 15 中 (2) 并 解释 结果 的 意义 ， 5 | 


业 冰 奸 泣 图 证 兴 贡 惠 十 站 
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3. 设 x= >),ziei E R" ,在 标准 基 下 ,与 矩阵 
i=!l 
Zz? Xiz2 “In 


2 
1 X22T1 TX2 ”XX 


zx! pats 
对 应 的 线性 变换 记 作 Q. EL(R"). 证 明 : 

(1) :=0Q.; 

(2) (I 一 28.)?==1(I 为 恒 等 变 换 ); 

(3) f(x)=|xix, 则 f(x)= |x|(I+Q.). 
( 注 车 把 向 量 x* 二 > we, E Re 理解 成 线性 算 子 xEL(R,R"), 它 在 标 
准 基 下 的 矩阵 表示 为 


(向 量 在 取 定 基 下 也 与 列 向 量 对 应 ) , 共 辑 线性 算 子 CE L(R ，R)，[x7] 
=[m yz …， 所 以 对 Jo)= 1xlz 有 大 Coo=Izlt+z 基 -~ 

Xx Xx” \ T > | 用 
Mi (+ 党 : )=1x| (1+ ). 分 子 xx7 理解 成 两 线性 算 子 相 乘 ,分 母 中 
xrx 理解 成 两 向 量 点 乘 ) 
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第 十 五 章 ” 隐 范 数 存 在 定理 


S81 隐 冰 数 存 在 定理 
1.1 一 个 方程 的 情形 


以 前 我 们 称 由 方程 F(z, y) ==0 所 确定 的 函数 为 隐 函 数 . 
这 章 我 们 来 严格 论证 在 什么 条 件 下 ,方程 F(z，y)=0 唯一 地 
确定 一 个 隐 函 数 > 一 7(z). 

先 从 几何 上 来 探讨 隐 函 数 存在 的 条 件 . 求 方程 F(z，y) 一 0 
的 解 ,从 几何 上 看 即 求 曲面 z= 二 F(z, y) 与 坐标 平面 >=0 的 交 
线 y==A(Xx). 是 否 曲面 z= 二 (zx, yy) 与 华 标 平面 x 二 0 一定 有 交 
线 呢 ?如 抛物 面 z=1 十 zx? 十 y* 完 全 位 于 坐标 平面 * 一 0 之 上 ， 
谈 不 上 两 者 相交 ,所 以 要 曲面 与 坐标 平面 有 一 交 线 ,首先 必须 有 
一 变 点 .又 两 者 有 一 交点 是 否 必 有 一 交 线 呢 ? 如 曲面 z 二 xx? 十 
y 与 坐标 平面 z==0 有 一 交点 (0, 0) ,但 除 (0, 0) 外 两 者 无 其 他 
交点 ,这 是 因为 坐标 平面 z=0 恰好 是 曲面 z==x? 十 y* 在 (0, 0) 
点 的 切 平面 ;又 如 曲面 >= zy 与 坐标 平面 z 一 0 有 一 交点 (0， 
0) ,此 外 还 有 两 条 交 线 + 一 0, y 二 0, 这 也 是 因为 坐标 平面 z==0 
是 曲面 z==zy 在 (0, 0) 点 的 切 平面 . 若 曲面 z=F(zx, y) 与 坐标 
平面 z==0 有 一 交点 (ze，y% ) , 且 曲 面 在 该 点 的 切 平面 不 是 水 平 
的 , 即 


F/ (xo, yo)’ Fy Cro, yo) 天 0， 
这 时 曲面 在 (x。， Yo) 点 的 切 平面 为 : 
z= Fi (ro, yo) CT— rot F xo, yo) yo— yo). 
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切 平 面 与 坐标 平面 z=0 有 一 过 (ze Yo) 点 的 交 直 线 : 
F Cr， yo) Cr— zo)+F (ro, y) Cy— yo) = 0. 
由 于 曲面 在 (x。，xy。 ) 邻 域内 可 用 切 平面 逼近 , 即 近 似 看 成 切 平 
面 ,所 以 猜想 在 交点 邻 域内 ,曲面 与 坐标 平面 有 唯一 一 条 过 交点 
的 交 线 . 
定理 15.1 设 吕 为 |x 一 zo| 三 a， |y—yo | < 的 区 域 ， 


霹 内 十 梁 


F(z， yy) 满 足 : FECY(D), F(xo, 加) 一 0，F, (xo, yo) #0. 
则 存在 区 间 I:， |zx 一 zo | 三 a (ae<a) 和 区 间 J: |y 一 yo | 过 8 (8<i 
0) ,方程 F(z， yy) 二 0 唯一 地 确定 一 个 函数 

三 : 了 一 了 了， 
满足 : (1) F(x, f(x))=0, VxE€ET; 


苇 关 入 愉 洗 区 二 


(2) yo 一 太 Czo); 
(3) f(x) 在 1 上 连续 ; 
(4) f(z) 在 1 上 连续 可 导 , 量 
/ 已 rx, f(x 
1 (0) =- 总 人 AD vel 

证 明 无妨 设 F/ (zo。， yo) 这 0, 否则 我 们 只 要 用 一 下 来 代 
替 下 , 它 并 不 影响 方程 F(z，y)==0 的 解 . 因为 F,(z,，y) 是 连续 
的 ,我 们 可 以 找到 一 个 以 (xo。， wo) 为 中 心 的 矩形 R: |x 一 zo | 过 
a ，|y 一 | 过 PB, 且 使 RCD 和 


m= min F/(x, y)>0. Q) 
(zr, YER 


由 于 一 元 函数 下 (ze，y) 在 区 间 [ym 一 2, 加 十 的 上 是 y 的 严格 
递增 函数 和 下 (ze ，% ) 一 0, 可 得 
FE(z % ~—PB)<O0, Flxo, t+B)> 0. 
又 由 于 一 元 函数 下 (z,， yo 一 B) 和 下 (r, yo 十 8B) 的 连续 性 ,总 可 
找到 ae>0 (a<a ), 在 区 间 [xo 一 a, zo 十 x] 上 有 
F(x, x» ~PB)<0, F(x, y +P)> 0. @ 
取 区 间 了 一 《o 一 Q， zo 十 a) 和 = (yo —p, yo tp) (图 
94 15-1), 对 了 内 任 一 取 定 的 xz, 一 元 函数 (rx, y) 在 区 闻 J 上 连 
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续 且 严格 递增 ,由 连续 函数 中 间 值 定理 和 四 , 知 存 在 唯一 的 
yEJ ,使 F(x, y) 二 0, 这 就 是 说 , 任 给 z+E1T, 根 据 方程 F(x, y) 
一 0, 总 有 唯一 的 yE€J 与 之 对 应 ,根据 函数 定义 , 它 确定 一 个 函 
数 , 记 作 


15-1 


f:I-— ,rHh>y= f(x). 
显然 函数 y= 二 f(x) 满足 结论 (1) 与 (2), 且 是 唯一 的 , 即 若 另 有 一 
函数 
f:I>],rHhy= f(z), 
满足 F(z, 了 (zx))==0, (xET), 则 f(z) 二 f(x) (xrET). 
证 结论 (3). 设 x, z 十 AzET, 相 应 的 f(x),， f(z 十 Ax) 记 
为 y, y 十 Ay, 根 据 Taylor 公式 ,有 
0 一 F(z 十 Az,， y+ Ay)— F(zr, y) 
一 FF (z 十 9Az，y 十 9Ay)Az 
+F/ (z+0Azx, y+0Ay)Ay (0<0<1). @ 
令 M= max, | F(z, y) | , 旭 由 上 式 和 @ ,得 


M 
| Ay | 入 基 1Az|， 


因此 , 当 Az->0 时 ,有 Ay 一 0, 即 函数 F(z) 在 z 点 连续 .由 xz 的 
任意 性 , 知 函数 F(z) 上 工 上 连续 . 
证 结论 (4). 由 四 得 
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Ay F/ (z+ OAx, y+ OAy) 
7 一 0 <<0 一 1). 4 
AT F, (zx+0Ar, y+ OAy) < © 


再 由 FEC(D) 和 结论 (3) , 当 Ar-~0 时 ,上 式 右 端 趋 于 


_ F(zx, y) 
F,(zx, y)” 
所 以 当 Azr>0 时, @@ 式 左 端 极限 存在 , 旦 
Pr = lim A = Sr: 3) 


oAr F(t, y) 

根据 复合 函数 连续 性 , 知 FE CW (7T). 证 毕 . 

仿照 上 面 的 证 明 方 法 ,可 得 下 面 定理 . 

定理 15.2 ” 设 区 域 也 为 : |zx; 一 x 人 ?| <ai(i==1【,2,…， 
n), |y—y™ |<6. 函数 (Zi ，X2 ，…，Tn， y) 满 足 : 

(1) FECO(D); 

(2) FECzt , x , 1, ZX 3 )=0; 

(3) Fy/ (XY), Th ,x ，y0 ) 天 0 

则 存在 区 域 I; jz 一 zf |<a(w<a， i 二 1,2,… ,7n) 利 
区 间 J: |y 一 y 中 | 过 B (B<5), 方 程 F(zxi, zx, X,Y) 二 0 
唯一 地 确定 一 个 函数 

了 一 了 ，(Z ZT, Tr) ry = f(T, ze， Xr), 
满足 : (1) 在 了 上 上 有 五 (Za Ta Ta, f(T, Xa, Tn )) 
0; 
(2) y0 一 zz , ,x ); 


(3) FE CO (TD , 且 


玫 1 及 
dj 太一 一 一 了 dz 一 一 学 dz 一 … 一 一 天 dz 
f FY Tl FY 2 FY vy 


或 采用 矩阵 写法 : 
[六 万 … f=—F, [FY Fs + FF’. 


1.2 方程 组 的 情形 
讨论 方程 组 
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F(x, y, u, v) 一 0， 
G(x, y, u, v)=0 
的 解 ,其 想法 是 先 从 第 二 个 方程 解 出 v, 将 它 代入 第 一 个 方程 ， 
然后 再 解 出 *, 即 解 得 xs, v 是 x ,yy 的 函数 . 
定理 15. 3 设 区 域 D 为 : |x 一 zo | 三 a, |y 一 yo | 之 a， 
[uw | 过 5，|v 一 ww | 过 65, 函数 F(x, y, u,v), G(x, y, u, v) 
满足 : 
(1) F, GE CW (D); 
(2) F(xo, yo, Uo, Uo)—=0, G(xo, yo, Uo, vo)=0; 


a(F, G) 
(3) D0 0) 0 


则 存在 区 域 I: J To | ~<a, | > 一 | ~<a (Qala, oa <=:a) 和 
区 域 J: |u— wo | <h 9 | 一 m | < (B=6, 及 一 5) ,方程 组 人 
唯一 地 确定 一 组 函数 


中 


[= f(x, y), I 1 

v= g(rx, y), 

、 F(x, y, f(r, y), g(x, y))=0, 
: (1 了 

满足 ; (1) 在 rloc zr, yy, f(t, y), g(x, y))=0; 


(2) w=f (x0, y0), to—=g(To, yo); 
(3) f, gE€ECV(D), 有 
du F, F, FF, F,i/dz 
(%)=—[e 6 [c oJ(a) 
证 明 记 点 Mo (xo。， yo， Uo， vo) ,条件 (3) 为 
F.(M) F,(M,) 
GM) G,(Mo) 
由 此 推出 G, (CA ) 与 G, (Mo) 中 至 少 有 一 不 为 零 , 不 妨 设 
G,(M,) 关 0. 应 用 定理 15. 2, 存在 区 域 R: |z 一 zl<w， 
[y—»o | =a ， lu—wu | <， (o <a, o <a, 8 一 六 和 区 间 
JJ: |v 一 w | 过 PB。 ( 访 之 5), 方程 G(x, y, u,v) 二 0 唯一 地 确 
定 一 个 函数 


虎 沧 尾 缆 闪避 露 ” 志 叶 十 波 
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v= 9(rx, y, Wu): RJ, @ 
满足 : (1) 在 RR 上 有 G(x, y, u, 9(X, y, W)) 志 0; (CY 
(2) wo = pro, Yo, wo); @ 
(3) gE CV R). 6 
将 @ 代 入 四 中 第 一 个 方程 ,得 区 域 尺 上 方程 : 
第 H(zx, y, 4) 至 F(z， ys, uu, P(r, y, uu)) 一 0. © 
各 由 @ 和 FECW(D), 得 日 E CY(R). 又 由 定理 条 件 (2) 和 加 知 
了 H(zro, yo， to) 二 0, 因 
函 G， 了。 F, 
H,— Ft+Fp.— FF -| co|， 
种。 故 有 
理 


F.(Mo) F,(M,) 
GM) G,(M,) 
对 方程 @ 可 以 应 用 定理 15. 2 , 求 得 区 域 
1: [zr—zol<a, |y— |< a (a < af, a 一 oz ) 
和 区 间 1: |u 一 w | 过 BC(B<B ) ,方程 H(z, y, wu)=-0 唯一 地 
确定 一 个 函数 


H, (xo, yo， = EC 


天 0， 


u= f(z, y): I 
满足 : (1) 在 TIT 上 , H(zx, y, f(x, y))==0; 
(2) uw = f(xo, Yo); 
(3) FE CO) I). 
现在 令 区 域 卫 为 : [4 一 w | 二 B ，|v 一 vw | 二 Be 和 


g(7, y) 时 g(x, y, f(x, »)). 
容易 验证 函数 组 
(u= f(x, y), v= g(x, y)): IT—>] 
满足 : (1) 在 1 上 有 
Flzr, y, f(x, y), g(x, y)) 三 0， 
Glz, y, f(r, y), g(x, y)) 二 10; 
[98 (2) uo=f (x0, 0), w=g(To, yo); 
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(3) f, gECW (TI). 
对 (1) 求 微分 和 由 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,得 
Fdr+Fdyt+ FdutF,dv = 0, 
pe 十 Cdy 十 Cdz 十 Cd 一 0. 
将 上 式 改 写成 矩阵 形式 . 
F, F,]/dz F, F,]/du 
四 cj | oJ(s)=° 
由 定理 15.2 证 明 ( 读 者 可 仿 定 理 15. 1 证 明 完 成 ) 知 在 工 上 
F,. F, 
det| 、 zo (u= f(r, y), v= g(x, y)), 


G, G, 
即 得 


人--[e [co 
a )— G, Gd LG, G,jJ\dy 


f. ff, F, FT TF, F, 
有 =- 四 | Le co 
最 后 来 证 解 的 唯一 性 . 若 另 有 函数 组 
(uu= f(x, y), v= g(r, y)): I—>J 
满足 FCr,y,f(r,y) ,g(r,y))=0, G(r,y, f(x,y) ,g(r,Y)) 
三 0, (zx, y) ET. 我 们 要 说 明 在 TT 上 有 
f(x, y)=f(r, y), g(x, y) = g(r, y). 
首先 由 @ 推 出 在 1 上 有 
Glz, y, f(x, y), px, y, f(x, y)))=0, 
再 由 解 @ 唯 一 性 和 G(xz, y, f(x, y), g(xz, >) ) 寺 0, 推出 
g(x, y) = 9x, y, fx, y)), (x, y) ET, 
因此 在 I 上 有 
H(z, y, fx, y)E F(z, y, fx, y), PT, y, flr, y))) 
=F(zx, y, f(x, »), g(x, y))=0, 
上 式 表 明 方 程 电 (zx, y, u) ==0 有 解 ,， f: 1~>J ,然而 根据 解 的 唯 
一 性 ,必须 有 


污 乱 入 半 洗 攻 其 出 出 十 小 


国有 数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


fx, y)=f(r, y), (zr, y) EL, 
也 就 有 
g(x, y) 三 g(7, y)， (zx, y) E€ 工 证 毕 . 

运用 数学 归纳 法 ,可 以 证 明 下 面 定理 . 

定理 15.4 区域 D 为 : | 一 zx |<a, |y-y" |<6 
(j=1, 2, ,nn; i=1, 2, ,mm), m 个 范 数 Fi (x1,， XxX:，*…， 
Ta ym (1，2,，…,m) 满 足 : 

(1) F;: EC (D) (i=1, 2,……, m); 

(2) F; (Cx? , xz), TO YI), ,7 yw ) = 0 
(i=1,， 2 ， - m); 

(3) oF, Fo, *%, F,) 


(和 
则 存在 区 域 T; |zj 一 zx? | 过 aj (qj 过 a, j 二 1, 2,…, 7n) 和 区 域 
J : | 一 yy |<B (Bb, i=1, 2，…， mm ) ,方程 组 
F(z, Tas sy Ta Wy Yas Im)=0 (i=1,2,., m) 
唯一 地 确定 m 个 函数 
yi = fir, ze) (i= 1,2,.,m): IT—J. 
满足 : (1) 在 工 上 有 
Fz, res s,s Ts fr, fos fn)=0 和 一] 2 
(2) yy 一 户 (z 和 多 (i=1, 2. , m); 
(3) fi ECV (I) (i=1,2,…, mm), 且 


前 浅 昱 村 六 加 吉 ” 震 贱 十 小 


一 1 
dy aa ,. oF oh ... oF | qr, 
9 9 yn 9z1 Gh 
dy dzs 
aF。 3aF| JaFs . 9Fa||) 
dy ay ayn) az 9x, J ld 


我 们 把 定理 15. 4 改 述 成 向 量 函 数 形式 ,为 此 需要 引入 一 些 
新 的 记号 . 设 x= (Zi, Xi, Xn) ER', y=(y1, yi, ,Ym) 
ER”, L(x, y)= x1, Xas To Ws Yas Yn) ERR", 

100 类 似 hER”, KER”，(h, Kk) ER"". 对 每 一 线性 算 子 AE 
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L(R””，R”) ,我 们 可 以 定义 两 个 线性 算 子 4. EL(R",，R”) 和 
A,EL(R"), 其 定义 为 : VhER”, KER”， 
Ah = A(h, 0), A,k = A(0, kK). 

因为 对 每 一 hE R" ,有 一 R”" 中 向 量 A(h, 0) 与 之 对 应 ,所 以 4。 
是 一 映射 ,无 需 多 说 它 是 线性 的 , 故 4, EL(R", R”), 同 理 4， 
EL(R"). 容易 验证 4; 三 4, 中 4, 上 肆 上 4 上 .反之 若 
给 定 A.EL(R",，R”) 和 A 和,EL(CR”) ,我 们 可 以 用 式 子 A(h, k) 
一 Ah 十 4,k 定义 AEL(R"”", R”). 

设 DCR"" 为 区 域 , (a, 8)€ED, F: D>R” 在 (a, 5) 点 可 
微 , 按 可 微 定 义 , 即 


. | Flath, bik)— Fla, b)—A(hk, kK)| _ 
win | Ch, K) | ~ 


记 A4=F (a, 5). 上 式 中 令 k=0, 得 

Ji | F(at+h, b) 二 b)—A.h | 
这 说 明 固定 y=5, 函 数 下 关于 x 在 a 点 可 微 ,所 以 4 二 Fx (a， 
世 ). 同 理 A, 二 (a,b). 设 了 F= (Fi,…,F), 则 在 标准 基 下 ， 


0， 


aF, aF 
9yr yn 
[F, (a, 6)j]= 
aFn | 9F, 
yi 9 Ym (0, b) 
若 FECW(D), 则 FF 在 D 上 可 微 , 且 
a a 
过 了 
detF, (x, y) = det 
aF,, 9F, 
IY yn 


设 detF/ (a, 5) 沽 0, 把 行列 式 看 成 变量 (x, y) 的 实 连续 水 数 , 则 
存在 (a, 5) 点 邻 域 ,在 该 邻 域内 detFy (x, y) 关 0, 即 线性 变换 
FJ (xz，y) 可 逆 . 
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定理 15.4{ 向 量 函 数 形式 ) 设 DCR”" 为 区 域 , (a, 6b) 
ED, 函 数 F DR” 满足 : 

(1) FECO(D); (2) F(a, b)=0; (3) F(a, D) 可 逆 . 
则 存在 a 点 邻 域 1, 和 6b 点 邻 域 靖 方程 F(x, y) 二 0 唯一 地 确定 
一 函数 f; [一 J，x Fry 二 f(x), 满 足 : 

(1) F(x, f(x))=0 (x€ED); 

(2) b= f(a); 

(3) FECVD,E fF (x)=—F,(x, f(x)) F(x, f(x)) 

(xET). 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1. 设 F(zr, y) 二 yy 一 x? 在 (0, 0) 点 邻 域 有 yy 二 y(7) 满 是 
y(0)==0 和 F(x, y(x)) 二 0, 则 称 y==y(x) 是 方程 F(z, y) 一 0 
的 隐 函 数 . 

(1) 方程 有 几 个 连续 隐 函 数 解 ? 

(2) 方程 有 几 个 连续 可 微 隐 函 数 解 ? 

(3) 方程 有 几 个 隐 函 数 解 ? 

2. 若 在 定理 15. 1 中 条 件 FE CW (D) 改 为 FEC(D)， 
F Cxo， yo ) 关 0 改 为 F(x， y) 关 于 y 严格 递增 ,证 明 前 三 个 结 
论 成 立 . 


$2 逆 变 换 存 在 定理 


给 定 区 域 DCR" 到 区 域 QCR" 的 变换 y 二 f(x) ,或 写成 分 
量 形式 
yi = filxi, za, Ta) (一 1，2，…，7)， © 
满足 /ECV(D) (i 二 1, 2,…, 7), 问 有 道 变 换 x 二 9(y) 或 
Xi = p(y ys ,Ys) (i=1,2,.,7) ©@ 
存在 的 充分 条 件 . 
先 来 看 逆 变 换 存在 的 必要 条 件 . 若 @ 给 出 DD 到 0Q 的 同 胚 变 
换 即 有 连续 道 变 换 @, 则 由 第 十 四 章 2. 3 节 知 ,变换 中 的 Jacobi 
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行列 式 
aCfi, fos, f, 
I ® 
或 大 于 等 于 零 , 或 小 于 等 于 零 , 若 中 为 同 胚 变 换 , 除 f;€ CY (D) 
外 ,又 设 pg. ECV(Q) (i 二 1, 2，…， 2) , 则 由 (op(7)) 一 得 
detf'(9(y))detp(y) 二 1, 同 到 分 量 写法 为 : 
9Cfi, fess fia) OP, Por, r,s Pr) 1. 
9(X1, Te, , Xn ) 9(Yy1, y2, ,Yr) 
所 以 Jacobi 行 列 式 8 在 D 上 或 恒 大 于 零 或 恒 小 于 零 . 
反之 , 若 变 换 @@ 的 Jacobi 行列 式 图 在 D 上 或 恒 大 于 零 或 
小 于 零 ,是 否 是 有 逆 变 换 四 存在 的 充分 条 件 呢 ? 现在 ?=-:1 与 
n 之 1 有 本 质 的 不 同 . 例如 考虑 变换 


WU= xy, 


v= 27y. 
它 把 区 域 D: 0 二 十 过 1 映 为 区 域 Q: 0<ww 十 <1. 为 了 看 
清 这 一 点 最 好 采用 极 坐 标 , 设 二 rcos0, y=rsing; 2 一 CO0S0， 
z 一 osinp, 则 变换 在 极 坐 标 系 下 可 写成 
p=r, = 20. 

由 此 可 看 出 变换 把 吕 映 为 0 ,把 DD 内 两 点 (r, 0) 与 (r, x 十 9) 映 
为 Q 内 一 点 (p, 8), 改 在 0 上 没有 道 变换 . 但 变换 的 Jacobi 行 
列 式 为 : 

9(u, v) _ 

a(x, y) 2y 2x 
这 例 说 明 Jacobi 行列 式 恒 大 于 零 ,不 能 保证 有 逆 变 换 存 在 . 但 
下 面 定理 说 明 一 定 有 局 部 逆 变 换 存 在 ,所 以 Jacobi 行列 式 大 于 
零 是 有 局 部 逆 变 换 存 在 的 充分 条 件 . 以 下 文中 一 点 邻 域 指 包含 
该 点 的 一 个 区 域 , 不 要 求 是 贺 形 区 域 . 

定理 15.5 设 DCR" 是 区 域 , y; 二 f(x, Ti,"'', 7X,)E€ 

CY CD) (i=1, 2, ,1), Po (zz 和 ,i XH )ED,H 该 
点 的 Jacobi 行列 式 


2zr 一 27y 


= 4(z: 二 +y)>0, (zx, y)€ DD. 


| 
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9(fi, fe,*, fs) 
9 (TX, Tas, Tn) |p, 和 
则 存在 Pu 点 邻 域 TCD, 和 Ps 点 的 像 点 Q 的 邻 域 了 ,使 得 
(1) 变换 yi = fi (Xi, Xz, ,Ti) (一 1，2，…， n) 在 U 
内 单 叶 ; 
(2) 上 述 变 换 把 器 映 为 V; 
(3) 道 变 换 Ti 一 OCT， yy ) ECV(V) (一 1， 2， 
1). 
证 明 为 简单 起 见 , 以 n=2 情形 加 以 证 明 . 设 变换 f=(f;， 
fi): D> 为 : 
人 v), 
了 一 f2(u, v), 
fi1, fr ECW(D),H 
ac | 0 


9(u, v) ja 
令 zo 一 广 (uo, vo), Yo = fz (wo, vo ) 和 区 域 EK. |x—zxo |<a, 
1y 一 yo | <<a,， |u 一 w |<5,，|v 一 vo |<6b( 使 后 两 不 等 式 确定 的 
正方 形 含 在 DD 内 ), 在 R 上 考虑 方程 组 


def 
上 y, U, Vv)—r— fi(u, v) 一 0， 


(u, v) € D, 


髓 出 午 导 汶 区 寒 贡 出 十 器 


def 由 
F(x, yy, U, v)—y— fi(u, v) = 0， 
满足 FF ， FECV(R), F(zxo, yo, Wo, ve) 一 0， (i==1,2) 和 和 


a(F, F,) _ 90f, fa) . 
9(u, v) {xo+: + 0, vo) 9(u, v) (uo, wo) 


由 隐 函 数 存在 定理 15. 4, 存在 区 域 V; |z 一 zo | <a ,|y 一 yo 
< az (al ， o 过 a) 和 区 域 J : |u— uo | < |z 一 mm | < (B 9 及 
< 2b) ,方程 组 四 唯一 地 确定 函数 组 (图 15-2) 
u = p(T, y), 
. = g(x, y)， 
满足 : (1) 在 VV 上 zx 二 fi[p (zx, 3y), g(x, 3)], y=fz[9(x, 
104 y), pr, y)]; 


V=J, 
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(2) to 一 JJ (Zoo，yo)，zm 一 (To, yo); 


了 


= 


(3) PECOD(V) (i=1, 2). 

结果 (1) 表 明 变 换 pg 二 (9,9) 把 V 中 点 (zx, y) 映 为 中 
的 点 (u,v) ,变换 f=( 所 ,fi) 又 把 点 (x, v) 映 回 到 点 (x，y)， 
由 此 可 得 变换 g 在 V 上 单 叶 . 因为 如 果 9 在 Y 上 不 单 叶 , 9 把 
V 中 两 个 不 同 点 映 为 了 中 一 个 点 ,变换 又 把 一 点 映 回 到 V 中 
两 个 不 同 点 ,这 与 变换 了 的 单 值 性 矛盾 . 所 以 9 在 V 上 单 叶 . 

记 口 为 V 在 变换 9 下 的 像 集 . 则 变换 在 U 上 也 是 单 叶 ， 
余下 只 要 证 UU 为 区 域 . 为 此 任 取 一 点 PEU, 只 要 证 P 是 0 的 
内 点 . 设 P 点 在 了 映射 下 的 像 点 为 REV, 因 V 为 开 集 ,总 可 求 
出 s>0, 使 Q 点 的 s 邻 域 B(Q; e)CV. 由 变换 了 的 连续 性 , 存 
在 6>0, 变 换 f 把 圆 形 领域 B(P; 5) 映 入 B(Q; es) 内, 无妨 设 
B(P; 6)CJ. 任 给 P'EB(P; 5), 有 Q 一 AP)EB(Q，s) ,只 
要 证 9(Q)==P“. 假设 9(Q ) 一 P' 关 P' ,我 们 在 区 域 V 上 构造 
映射 $$ 和 ; V>] , 它 与 9 只 在 Q 点 的 值 不 同 ,把 P* 改 为 P', 则 映 
射 和 也 是 方程 组 @@ 的 解 ,这 与 解 的 唯一 性 矛盾 . 既然 9p(Q ) 一 已 ， 
这 说 明 邻 域 B(P, 5) 每 一 点 都 是 9 映射 下 B(Q; s) 的 像 点 ,所 
以 

B(P; 0) CU, 
即 U 为 开 集 .又 连续 变换 g 把 道路 连通 集 V 映 为 道路 连通 集 
U, 故 U 为 区 域 . 证 毕 . 


ms 
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推论 15.1 设 DCR" 为 区 域 ,变换 y==fi(x, x ,Xz,) 
(i 一 1, 2, "…, 7n)ECW(D). 车 在 D 上 变换 的 Jacobi 行列 式 不 
为 等 , 则 DD 的 像 集合 0 为 一 区 域 . 

证 明 ” 任 取 一 点 QEQ, 总 可 找 出 一 点 PED, 变 换 @ 把 P 
映 为 Q@, 由 于 在 PP 点 变换 中 的 Jacobi 行列 式 不 为 零 ,根据 定理 
15. 5, 存 在 PP 点 邻 域 UCD 和 Q 点 邻 域 V ,变换 加 在 U 上 单 叶 ， 
且 把 口 映 为 V, 故 VCQ, 即 Q@ 为 8 的 内 点 . 由 QQ@ 的 任意 性 , 知 2 
为 开 集 . 义 由 于 连续 变换 把 道路 连通 集 映 为 道路 连通 集 ,所 以 0 
为 区 域 . 证 毕 

由 定理 15. 5 与 推论 15. 1 可 得 下 面 结 

推论 15.2 设 DCR" 为 区 域 ,变换 y= 了 f(x) 在 DD 上 单 叶 ， 
且 Eco(D)，Jacobi 行列 式 

Jr(xz) 天 0， 

则 f(D)==0 为 区 域 , 道 变换 x= 二 f°'(y) 在 QQ 上 属于 CV 类 ,这 
时 ,也 称 f: D>0Q 为 微分 同 胚 . 

注 2 王 ] 时 单 叶 条 件 可 以 省 略 ; ?>1 时 单 叶 条 件 不 能 省 


略 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 若 u=f(x， y), v= ESE(z， y) 在 (>zo， yo ) 邻 域内 1 连续 、 偏 
导数 存在 ,日 4 人 84 ,天 0, 间 反 瑟 数 定理 是 否 成 立 ? 


9(x, y) 1 
未 :老司 了 een 0) 
2. 设 r+ 二 ff(u, v), yy 二 g(u, v0) 在 (w， 邻 域 有 有 反 函 数 
u= p(x, y) ,Vv 二 yx, y). 若 广 ， 9g, =1 出 或 妾 二 只 是 4 的 了 
数 , 或 y 只 是 v 的 也 数 . 
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第 十 六 章 ”一 般 极 值 与 条 件 极 值 


S81 一 般 极 值 问题 
1.1 极 值 存在 的 必要 条 件 


求 多 元 函数 在 其 定义 域 上 的 最 大 值 或 最 小 值 问 题 , 称 它 为 
一 般 极 值 问 题 . 与 一 元 函数 一 样 , 求 多 元 函数 的 最 大 .最 小 值 是 
通过 求 函数 的 极 值 而 得 到 的 . 

定义 16.1 设 f(zx, yy) 在 域 D 上 定义 ，(xo, yo)ED, 若 
存在 邻 域 U=U((zxo。， yo); 5)CD, 使 对 一 切 (x,y)EU, 有 

flzo, Yo) f(T, y) (fxo, Yo) f(x, y)) 

成立 ,就 说 f(x, y) 在 (xo, Yo) 点 达到 极 大 (小 ) 值 ，(x。，yo ) 称 
为 函数 的 极 大 (小 ) 点 . 极 大 点 与 极 小 点 统称 为 极 值 点 , 极 大 值 与 


极 小 值 统称 为 极 值 . 
若 任 给 9>0, 邻 域 LU CCzo ,Yo ) 6) 中 总 存在 两 点 (X1, V1) 
和 和 (zz ，Y2) ,使 


flri, yO fxo, yo), flx2, Wy2)T fro, yo), 
则 称 (zxo。，yo ) 为 函数 的 鞍点 ， 

设 f(x, y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 , 则 f(x, y) 在 D 上 一 定 
有 最 大 、 最 小 值 , 它 或 在 闭 域 的 内 点 达到 ,或 在 边界 点 达到 . 求实 
际 问题 的 最 大 (小 ) 值 差不多 总 在 内 点 达到 , 即 在 极 值 点 达到 , 因 
此 求 最 大 (小 ) 值 问题 可 归结 为 求 极 值 问题 . 

定理 16.1 设 f(x, yy) 在 (xo, wo) 点 取 极 值 , 且 函 数 在 该 
点 可 微 , 则 


[十 溃 


妃 > 
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filxo, y) 一 0， f(xo, yo)= 0, 
或 
df (zo, yo)= 0. 
证 明 由 定理 条 件 , 知 一 元 函数 f(r, yo) 在 x。 点 的 取 极 
值 ,根据 一 元 函数 极 值 的 必要 条 件 ,得 
filzo, Yo)= 0. 
同 理 可 得 
fy (zo，yo) 二 0. 证 毕 . 
定义 16.2 若 函 数 f(x, yy) 在 (xo， yo) 点 满足 : 
filzo, 0)=0, f,(xo, yo)= 0. 
则 称 (ze，yo ) 点 为 函数 的 临界 点 或 稳定 点 . 
若 (x。， yo ) 是 函数 z= 二 f(x, yy) 的 临界 点 , 则 曲面 z= f(x， 
y) 在 (zo，yo， zo 三 f(zo，yo)) 点 的 切 平 面 是 水 平 的 . 
注 ” 由 定理 16.1 知 , 若 函 数 在 极 值 点 处 可 微 , 则 极 值 点 一 
定 是 临界 点 ;反之 ,临界 点 不 一 定 是 极 值 点 . 例如 一 zy，(0, 0) 
点 是 它 的 临界 点 ,但 不 是 极 值 点 而 是 水 数 的 鞍点 . 
例 1 证 明 具 有 已 知 周 长 的 三 角形 中 ,等 边 三 角形 有 最 大 
面积 . 
证 明 ” 设 三 角形 的 边 长 为 <, y，z, 记 周 长 为 2p: zx 十 y 十 z 
二 2p. 于 是 三 角形 面积 S 可 由 公式 
S=vp(p—7x)(p—y)(p— 2z) 
=VPp(p—x)(p—y) (rty—p) 
给 出 . 求 S 的 最 大 值 ,相当 于 求 函 数 
f(x, y) = (p—zx)(p—y)(r+y— 2) 
在 图 16-1 中 区 域 D 上 的 最 大 值 . 
解 方 程 组 
f(x, y) = (p—y)(2p—27r—y)= 0, 
fy(x, y) = (p—7z)(2p—x—2y)= 0. 


108 得 四 组 解 , (0, p),，(p,#),，(p, 0)，( 汪 Pp， 也) 由 于 f(z， 
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第 

+ 

图 16-1 一 

上 

?) 在 边界 3D 上 取 值 为 零 ,所 以 最 大 值 一 定 在 D 内 部 达到 ,而 函 。 全 
数 在 D 内 只 有 一 个 临界 点 , 故 临 界 点 ( 气 p， 也 户 ) 即 为 最 大 点 各 
极 

值 


这 就 证 明了 
T= yy 三 z= 3p 

时 等 边 汪 角形 有 最 大 面积 . 

例 2 求证 : 锐角 三 角形 内 一 点 到 三 顶点 联 线 成 等 角 时 ,该 
点 到 三 顶点 距离 之 和 为 最 小 . 

证 朋 设 Pi (zi, yi) (i 二 1,2, 3) 为 一 锐角 三 角形 的 顶 
点 ,如 果 要 求 的 点 为 P(x, y), 记 距离 

ri=V(z—r) yy) (i=1,2,3), 
问题 即 求 了 点 坐标 7 ,yy, 使 函数 
f(x, y) 一 六 十 天 十 六 


取 最 小 值 . 
由 极 值 的 必要 条 件 ,得 (z,，y) 应 满足 方程 


一 光一 之 一 坑 
+ = 0，, 
1 2 3 

中 

> > 32 十 之 3 一 0. 


ri rT2 73 


我 们 把 方程 的 解 仍 记 为 (zx, y), 则 名 表示 三 个 单位 向 量 _109 | 
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刻 东 在 汐 虹 辽东 潮 | 


0 = (2 壮志 (i= 1,2, 3) 
r; rj; 


之 和 为 零 向 量 ( 图 16-2): 


P,(%,%) 
LN, 
Pi (x, X,) 
图 16-2 
el 十 ez 十 es 一 0. 
因此 有 
(el 十 ee )， (el 十 ez ) 一 (一 es)， (一 es) 一 上 
进而 得 


因 。 与 6 的 夹 角 应 小 于 r, 故 am 与 e 的 夹 角 为 子 r 同 理 ，e， 


与 @ 和 e 与 6 的 夹 角 皆 为 了 x. 这 说 明了 点 与 三 项 点 联 线 成 
等 角 时 使 F(z，y) 取 最 小 值 . 要 说 明 P 点 确实 使 函数 f(x,y) 
取 最 小 值 , 必 须 讨论 一 般 极 值 的 充分 条 件 . 

1.2_ 极 值 存在 的 充分 条 件 


定义 16.3 设 f(x)=f(zi,zs,… ,zi) 在 Xo 二 (X19 xz ， 
…， Zz49 ) 点 的 邻 域内 属于 C 中 类, x。 点 是 函数 f(x) 的 临界 点 : 
六 (xo) 二 0. 记 Hj (xo) 为 函数 在 x。 点 的 Hesse 和 矩阵 , 若 
detHy (xo ) 关 0, 
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则 称 xz 是 函数 非 退 化 的 临界 点 . 

定理 16.2 设 是 函数 F(z) 非 退化 的 临界 点 ,这 时 和 矩阵 
Hj (xo ) 或 正定 ,或 负 定 ,或 不 定 . 

(1) 若 玉 / (xo) 是 正定 的 , 则 f(x) 在 x。 点 取 极 小 值 ,或 临 
界 点 xz 是 极 小 点 ; 

(2) 若 豆 J(xo) 是 负 定 的 , 则 f(x) 在 xo 点 取 极 大 值 ,或 临 
界 点 xo 是 极 大 点 ; 

(3) 者 五/(xo ) 是 不 定 的 , 则 f(x) 在 x。 点 无 极 值 , 或 临界 
点 xo 是 鞍点 . 

证 明 由 Taylor 公式 ,得 


f(x) = Go) 十 忆 m)(xz 一 加 ) 十 坟 ( 任 一季 7 


Hy (xzo ) (x—xo) tol |x—xo | ). 
令 5S 为 n 维 空间 里 的 单位 球面 : |x| 二 1 或 zi 十 召 十 … 十 区 
二 1, 则 连续 函数 x? 万 / (xo)x 在 有 界 闭 集 S 上 取 到 它们 最 大 、 
最 小 值 , 记 


A 一 minx"H/(xo )x 一 ETH (xo )€, 
XE 

1, 二 maxx "Hxo )x = NH,(xo)n, 
XE 


其 中 5, 1 为 维 单位 向 量 . 
(1) 车 五 7(Cxo) 是 正定 的 , 则 
hs 之 和 二 0， 


由 此 得 
f(x) = f (x) FH (Gm) (x— xn) 
+oC|x—xol’) 
>/ (Cx)+ 久 |x 一 x |? 十 o(C|x 一 xzo|:). 
总 存在 9>0, 当 jx 一 名 | < 9 时 ,有 


jp > Fa) 十 全 | 一 加 于 f (m0), 
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所 以 函数 f(x) 在 x。 点 取 到 极 小 值 . 
(2) 若 且 j (xo) 是 负 定 的 , 则 
和 过 二 0， 


由 此 得 
f(x) fm)T 和 | mi ox x | ). 
总 存在 62>0, 当 |x 一 x。 | 过 6 时 ,有 
Jo Eft lr) < fr), 
所 以 f(x) 在 xo 点 取 到 极 大 值 . 
(3) 若 五 / (xzo ) 是 不 定 的 , 则 
AM<<0，AM 0. 
设 上 为 实数 ， 
2 
f (xo ttB)= fxr) +t SEH (x ) +o | 1) 
A 2 2 
=f(xo)+ ot 二 ol(zt?)， 
总 存在 6 汪 >0, 当 0 二 |t| 过 6 时 ,有 
fw 二 纺 )< fr) < ao)， 
同 理 , 当 0<|i < 时 ,有 
fxo + fx) > Com) 


所 以 函数 (x) 在 x。 点 无 极 值 . 证 毕 . 
在 代数 课程 中 ,给 出 了 用 和 矩阵 吾 /; (x。) 的 主子 行列 式 来 判 
别 Hj(xo ) 是 正定 、 负 定 \ 不 定 的 条 件 ,为 此 记 


92 f(xo) , 9 fCxo) 
dz DZ1O2A 
4k (Xo ) 一 
Ofxo) . Of (xo) 
Bh oarx? 


(k=1, 2, …, 7), 
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推论 16.1 设 x, 是 f(x) 非 退 化 的 临界 点 . 

(1) 若 Ai《xo) 之 0 (k= 二 1,，2,…, 7), 则 f(x) 在 x。 点 取 极 
小 值 ; 

(2) 若 ( 一 1) As Cxzo)>0 (8 二 1,，2,，…,n), 则 f(x) 在 x 
点 取 极 大 值 ; 

(3) 若 存 在 一 偶数 & (1<& 委 2) ,使 As (xo ) 魏 0, 或 存在 两 
个 不 同 奇数 i， j (1S&i, j 二 nn) ,使 Ai (xo)Aj xz ) 委 0, 则 FCx) 在 
xo 点 无 极 值 . 

当 2 一 2 时 ,由 推论 16. 1 导出 下 面 推论 . 

推论 16.2 设 (ze，y% ) 是 二 元 函数 f(x, y) 的 非 退 化 临界 

A= foxo, Yo), B= foy(xo, 0), C= fy To, yo). 

(1) 若 A>0, AC 一 B? 之 0, 则 防 数 在 (xo。， yo ) 点 取 极 小 值 ; 

(2) 若 4<0, AC 一 B? >0, 则 函数 在 (xo。，yo ) 点 取 极 大 值 ; 

(3) 车 AC 一 BF?<0, 则 防 数 在 (x。，yo ) 点 无 极 值 . 

考虑 到 有 些 读者 没有 学 过 代数 中 有 关 知 识 , 我 们 给 出 推论 
16. 2 的 一 个 直接 证 明 ， 

证 明 ”对 自 变 量 采用 极 坐 标 ,这 时 Taylor 公式 为 

flxo 十 rcosg，yo 十 rsin0) 
A B\/cos0 

) 


2 
= f(xo, 3 ) 十 二 (cosb sing) ( C )+oc) 


sing 


2 
=f(ro, yo) 十 可 (Acos20 十 2Bcosbsing 二 Csin20) 十 o( 产 ) 


=f Cm, yw) 十 SA[ (cosg+ 是 sing) +4CE2 sineg] 


十 o(r?). 
(1) 若 A>0, 4AC 一 有 >0, 函 数 


2(0) = (cos0+ 是 sing) AC sin 0 
在 [0, 2x] 上 有 正 的 最 小 值 , 如同 定理 16. 2 的 证 明 , 知 郧 数 
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慨 > 江 十 惧 


诬 薄 过 深 灿 记 东兴 | 


北 十 潍 


十 
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f(z, yy) 在 (xo，yo ) 点 取 极 小 值 ; 

(2) 若 A<0, AC 一 B?>0, 函 数 Ap(9) 在 [0, 2x] 上 有 人 负 的 
最 大 值 , 所 以 f(x, yy) 在 (zxo, yo) 点 取 极 大 值 ; 

(3) 若 AC 一 B?<0, 一 种 情形 是 A、C 中 有 一 不 为 零 ,无 妨 
设 A 之 0, 当 点 (zx，y) 沿 平行 于 实 轴 (9= 二 0) 方 向 充分 接近 于 
(7Zo ， Yo) 时 ,有 f(z, y)>f (zo, yo ). 当 点 (>Z， y) 洲 与 实 轴 夹 
角 为 4% 方向 充分 接近 于 (ze，y ) 时 ,其 中 如 满足 

cosb 十 sinb, 一 0. 


有 (zy)< Fr mm), 所 以 Jrz，y) 在 (zeo，y ) 点 无 极 值 . 
另 一 种 情况 是 A=C=0, 这 时 B 关 0 ,无 妨 设 B>0. 当 点 (x，y) 


沿 0= 子 方向 充分 接近 于 (zo， yo) 时 ,有 f(x, 3)> f(zo, yo)， 


当 点 (z，y) 沿 9 二 一 子 方向 充分 接近 于 (zo，y ) 时 ,有 f(z， 


y)<< 大 (xzo， Yo) ,所 以 flz, y) 在 (zo， 2 ) 点 无 极 值 . 证 些 . 
回 到 本 章 1.1 节 例 2, 我 们 来 说 明 已 点 是 函数 
flz, y) 二 =n 十 rz 十 rs 
的 极 小 点 ,因而 也 是 最 小 点 . 事实 上 ， 
A 一 OO) 十 一 2 十 CC 一 2 ~ 0, 


2 2 2 
C= (2 1) 十 全 2 十 《过 3) ~ 0， 


nl r2 六 3 
Bo TTA) (7 ) (YY) 
一 5 5 
nl ?2 
(Xx3) (y— ys) 
7 “ 
因此 
并 一 TI YY 一 好 2 TX YY 2 
AC B: = Li yy》2 十 TX yy» Ys 


rirz rir3 
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TX YY 2 


十 工 一 并 |] > 
所 以 P(r, 3) 点 为 函数 的 极 小 点 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 求 下 列 郴 数 的 极 值 : 
(1) jz，y) 王 妇 一 Zy 十 多 一 2z 十 y。 
(2) F(z，y) 一 sinz * siny* sin(zy) (0 委 工 ， yS<r). 
(3) F(z，y，z) 一 (z 十 ?十 z)e-C + + )， 
2. 求 出 最 小 正 数 A 和 最 大 负数 B ,使 得 不 等 式 


BB lIn(z 二 +y) 志 A(z 二 +y) 
Ty 
在 第 一 象限 上 成 立 . 
3. 求 函数 f(a, 56) 一 | ce 一 a 一 br )*dz 的 最 小 值 . 
4. 设 f(x, y) 二 4z?y 一 zx! 一 2y’ ,证 明 (0, 0) 是 鞍点 ,但 点 
(0, 0) 是 一 元 函数 f(tcos9, tsin9)= 二 g(t) 的 极 大 点 . 
5. 设 也 为 是 域 , f(x, y) 在 D 上 连续 ,在 边界 上 为 常数 ， 


且 在 DD 内 可 微 , 试 证 明 D 内 一 定 有 一 函数 的 临界 点 . 
6. 设 u(z, y) 在 xz: 十 y 亿 1 上 连续 ,在 x 十 过 1 上 满足 


之 0， 


且 在 十 二 1 上 w(x, y) 之 0, 试 证 明 
(1) 当 x 十 yy 入 1 时, u(x, >) 之 0; 
(2) 当 妇 十 训 委 1 时 ，x(z，y) 盖 0. 
(提示 : (2) 的 证 明 利用 (1) 以 及 函数 @*) 
7. 设 有 一 块 铁 片 , 宽 8 一 24cm, 再 
把 它 的 两 边 折 起 做 成 一 个 槽 ,使 其 容 
积 最 大 ,试问 每 边 的 倾角 a 和 折 起 的 
长 度 z. 
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8. 一 个 边 长 为 +，y,，z(cm) 的 长 方 体 包 焉 ,只 有 当 2(x 
十 >) 十 x 委 100(cm) 时 才能 邮寄 出 . 试 求 在 此 条 件 下 可 邮寄 包 庄 
的 最 大 体积 . 
9. 设 z 二 z(x,y) 由 方程 
z2 十 Xyz 一 22 一 zy 一 9 一 0 
确定 , 求 z(t+，y) 的 极 值 . 
10. 求 椭 贺 瓜 十 发 一 1 的 面积 最 大 的 内 接 三 角形 . 


11. 设 f(x) 在 xo 点 邻 域内 属于 C2 类 ,xz 是 fx) 的 退化 
临界 点 , 若 在 x。 的 邻 域 UCxo; 9) 内 上 的 Hesse 和 矩阵 再 7(z) 半 
正定 ( 半 负 定 ), 则 xz 是 f(x) 的 极 小 (大 ) 点 . 

12. 令 g( 世 = (tcosg，tsin0) (0 委 0<2x) 在 :上 =:0 有 极 小 
值 , 问 (0, 0) 点 是 否 是 fF(z，?) 的 极 小 点 ? 


S2 和 条件 极 值 问 题 

2.1 极 值 存在 的 必要 条 件 Lagrange 乘 子 法 

在 一 般 极 值 问题 中 ,对 自 变量 的 变化 没有 任何 约束 ,它们 可 
以 在 函数 的 定义 域 上 自由 地 变化 . 在 实际 问题 中 还 有 男 一 类 极 
值 问 题 , 它 对 自 变 量 提 出 了 一 些 约束 条 件 ,限制 自 变量 只 能 在 定 
义 域 的 某 一 范围 内 变化 ,这 类 极 值 问 题 称 为 条 件 极 值 问题 . 

如 求 函 数 z 二 A(x, >) 在 附加 条 件 

p(x, y)=0 

下 的 极 值 . 从 几何 上 看 ,是 在 曲线 g(x,，y) 二 0 上 求 曲面 
z 二 f(x, y) 的 最 高 点 或 最 低 点 . 如 图 16-3 中 作曲 面 的 一 族 等 
高 线 f(x, y)=c, 在 与 曲线 g(x, y) 二 0 相交 的 等 高 线 中 ,我 们 
需要 找 出 一 条 等 高 线 , 使 其 对 应 的 常数 c 值 最 大 或 最 小 .一 般 来 
说 ,等 高 线 的 分 布 随 c 值 单调 地 变化 ,与 曲线 g(z,，Jy)=0 相 切 
的 那 条 等 高 线 有 最 值 c. 设 切 点 为 (x。， yo), 切 点 即 为 约束 条 件 
下 函数 f(x, y) 的 最 大 点 . 那么 怎么 求 切 点 呢 ? 假设 约束 曲线 


Kal 
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与 等 高 线 在 (x。, yo ) 点 法 向 量 存在 . 记 为 ; 


一 ”人 


人, 
f(x,yp)=e 
C3 
C2 第 
十 
1 六 
p(x,y)=0 章 
16-3 般 
极 
Hp = (Pr (Xo, Yo), 9, (To ,Yo ) )， 入 
nr = (fi(Tzo, 0), fy (ro, yo)). 条 
由 约束 曲线 与 等 高 线 在 (ze ，y ) 点 相 切 ,得 出 该 点 两 法 向 量 应 机 


成 比例 
廊 (zo，yo) 一 f, (Xo, Yo) 
Pr (To Yo) 2 (Xo, Yo) 


记 比 例 常数 为 一 ,于 是 得 到 (x。，y。 ) 要 满足 的 方程 
fr (xo, yo) Mp (Xo, Yo) = 0, 
fy (Xo, yo) AP, xo, Yo)= 0, 
当然 还 要 满足 约束 方程 
2(Zo，yo) 一 0. 

上 面 三 个 方程 就 是 条 件 极 值 点 (ze，y ) 满 足 的 必要 条 件 . 
反之 ,由 上 面 三 个 方程 解 出 三 个 未 知 数 (x。， yo。) 和 4( 可 能 有 车 
干 组 解 ) 是 否 是 条 件 极 值 点 呢 ? 这 要 结合 问题 的 实际 意义 来 判 
断 ,或 用 下 面 讨论 的 充分 条 件 来 判断 . 这 种 求 条 件 极 值 点 的 方法 
称 为 Lagrange 乘 子 法 , 4 称 为 Lagrange 乘 子 . 为 便于 记忆 ,我 们 
引进 三 个 变量 zx，y, 4 的 函数 

F(z, y, 4) = Arz，y) 十 49p(z，y)， 
则 条 件 极 值 的 必要 条 件 ,形式 上 即 为 求 下 一 般 极 值 的 必要 条 件 . 

上 面 推导 中 , 偏 导 数 gi (xo, yo) 十 2 (xo， yo) 关 0 的 条 件 
是 不 可 缺少 的 . 如 考虑 距离 平方 函数 _117] 
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Crz，y) = +y 
在 条 件 


p(x, y) = (rx—1)—y=0 
下 的 最 小 值 . 由 图 16-4 看 出 ,在 曲线 g(x, y)==0 的 尖 点 (1, 0) 
处 函数 f(z+,y) 有 最 小 值 . 但 (1, 0) 不 满足 必要 条 件 : 


出 北 十 洲 


硫 菏 在 淮 遇 矿 菏 光 | 


16-4 


广 ( ,0) 二 ie(1, 0) = [2r+3A(z—1) jlaw =20. 
这 是 因为 pg.(1, 0) 二 9,(1, 0)==0 的 缘故 . 
对 多 个 自 变量 与 多 个 约束 条 件 ,我 们 有 下 面 定理 . 
定理 16.3 设 函 数 y= 了 (xl, xs,，…, Xx; ) 在 约束 条 件 
Pi(X1, Ts, , Xa)= 0, 
pz (XT1, XT2, ,Tn)= 0, 


(m = n) 


pn (TX1, 2 Ta ) 一 0， 
下 有 极 值 点 Po (zf ,，z 包 ,，…，zt) ) ,函数 了 与 约束 国 数 9 
(i 二 1, 2,…, m) 在 Ps 邻 域内 属于 C 类 , 且 Jacobi 矩阵 


9 32， . 29 
zi gr; DZ， 


pn Ipn Ipn 
118 9Zi OZ; QZ， Pp 
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的 秩 为 mr, 则 存在 常数 入 ,1 ，…，Mw ,使 Po 点 满足 条 件 


9af CP,) gp (Po) 
ax; Arx; 


(i = 1,2,., 7), 
9p(Po)=0 (j=1,2,., m). 
为 了 便于 记忆 ,我 们 引进 十 mm 个 变量 的 函数 
F= f+Ahi9 th pt 二 hnpn, 
则 条 件 极 值 的 必要 条 件 @ ,形式 上 化 为 函数 下 一 般 极 值 的 必要 
条 件 


一 0 


9 
二 


械 半 十 潍 


角 

aF(P,) _ 级 

ax 一 0 ( 上 2， 9 n), 加 全 

aF(P,) 条 

Ey 一 0 (7 加 1， 2， > m) 舍 

证 明 ”无妨 设 行列 式 入 
9 (9, 2 ， ”9 Gm ) 天 0 @ 


9 (Xx1, 2， , am ) P, 


由 隐 函 数 存 在 定理 ,在 点 (x 人 1，… ,x2 ) 的 邻 域 U 上 唯一 地 
确定 一 组 隐 范 数 
Tl 二 Eg1 (Tmt1, Da 


Xz 一 BEz(CZonHl，…， Xn )， @ 


Tm 一 gm (Tmtl ， "> Zn ). 


满足 
x = ga Cr, 0 (k=1,2,.%,m) © 
和 
pi Lg1 Tmri ss Tn ) Bo CTmtl sy Tr) Tm ,Tn | 尘 0 
(k=1, 2, "…, m), © 


有 gr ECVU) (k=1, 2 m). 
将 图 代入 目标 函数 得 
国 


flgi (Xm 9 stn ) 9 sBm (Tmtl 9 Tn ) 之 ml 9 "" sn ]. ©@ 


则 (x 名 1 ，… ,x 人 0 ) 是 上 述 函数 的 通常 极 值 点 . 由 一 般 极 值 的 必 
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山 沙 十 潞 


密 注 在 梁 灿 应 站 站 | 
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要 条 件 和 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,中 式 对 变量 zw ，…，zw 的 
微分 在 (zx 训 1，… ,x8 ) 点 应 为 零 : 


ed 1 十 . . 十 一 一 一 人 一 CD 9 (To ,Pg 
XT1 Tmtl 
Pg 0 


再 由 @ 和 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,得 
99. Po) | 十 … + qr, + drm 


9xi OTmtl 
十 + PO gz 一 0， 
Sk 
ee G) 


2 Pa + os Pod ds, + Pe) de 


dXi 
十 PO 一 0. 
DZ 
@ 式 分 别 蔷 以 入 ,ha，,…, 4 ,然后 与 @ 式 相 加 ,得 
0 9 0 me 0 
bE 0 ap) .A EJar _00@ 


由 人 @ 总 可 求 出 数 入 ， ”9 人 dzil ， dx， “*', dz 的 
系数 为 零 ,而 余下 和 式 中 由 于 dzw+i，…，dz， 为 自由 变量 的 生 
分 ,只 要 取 一 个 不 为 零 ,其 余 为 零 ， 即 知 @@ 中 每 一 dz; 的 系数 均 


为 零 , 即 得 必要 条 件 中 .证 毕 
2.2 极 值 存在 的 充分 条 件 


在 一 般 极 值 充 分 条 件 讨论 中 ， 若 Po (zi ,zx5Y?，…,， x4) ) 
是 (zi, zz，…, xzo) 的 非 退 化 临界 点 ,根据 Hesse 和 矩阵 
Hj (Po ) 是 正定 . 负 定 和 不 定 , 得 出 P。 是 须 数 的 极 小 点 . 极 大 点 
和 蒋 点 . 求 函 数 的 Hesse 矩阵 可 以 通过 求 函 数 在 P。 点 的 二 阶 
微分 得 到 : 
df (Po,)= D7., (Po )dzidzi 


,j=1 
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= (dridzx,:…dz, )H (Po) 
d 工 ， 
求 条 件 极 值 的 充分 条 件 ,归结 为 求 通常 极 值 的 充分 条 件 . 设 
在 定理 16. 3 的 约束 方程 中 能 把 变量 z ,xz ，…，zw 解 成 m+1， 
…, XZ, 的 函数 ,把 它们 代入 目标 函数 f, 求 f 的 二 阶 微分 ,得 


df = Df CPo)dzridzr + fr Po) diz 
i, j=1 


+ 二 fi (Po ) dr. 
然后 通过 约束 条 件 , 求 出 二 阶 微分 xl，…, dx, 代入 上 式 得 
关于 自由 变量 x+ ，…，z。 的 二 阶 微分 ,根据 这 个 二 阶 微分 是 
正定 . 负 定 不定, 得 出 P。 是 极 小 点 、 极 大 点 和 非 极 值 点 . 这 样 
做 需要 求 二 阶 微分 zi ，…， dxa. 下面 介 绍 不 必 求 二 阶 微分 
的 方法 . 
注意 到 下 = /二 io 十 … 十 Mapw 中 用 隐 函 数 zz，…，zm 代 
入 时 ,相当 于 f 用 隐 水 数 代 入 ,和 P。 是 下 的 临界 点 , 即 得 
df = dF= y) Fo (Po )dzidzi + Fr (Po) dz 
二 … 十 Fs (Po ) dz 
一 DF’, (Po dridz,. OD 
这 样 只 要 求 出 一 阶 微分 dx ，…，dzu 代入 上 式 得 到 关于 自 
”由 变量 zs, …，z 的 二 阶 微分 ,根据 该 二 阶 微分 是 正定 、 负 定 
和 不 定 , 即 可 得 P。 是 条 件 极 值 的 极 小 点 、 极 大 点 和 鞍点 . 
例 1 在 第 一 象限 上 求 函 数 A(z, y, zx) 二 xyz 在 条 件 十 > 
十 zx=c (c>0) 下 的 最 大 值 . 
解 ” 作 辅助 函数 
玉 一 zyz 十 (zz 十 y 十 xz 一 c)， 
求 下 的 一 阶 偏 导 数 ,得 方程 组 


姓 沙 十 糙 
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ye 十 4 二 0， 

| 

. ZXy 十 4 二 0. 

联合 约束 方程 zx 十 ?十 zx 一 c, 求 出 解 为 : 
工 一 ?一 = 一 本 ， 4 一 5 


因 连 续 函 数 A(z，y，z) 一 zyz 在 有 界 闭 集 {(z，>，z)17 十 y 
十 z 二 c, X 守 0, y 之 0, zx 之 0} 上 取 到 它 的 最 大 、 最 小 值 (我 们 上 略 
去 方程 组 在 闭 集 边界 上 的 解 ,如 xz 一 ?一 0， zx 二 c, 4 一 0), 且 最 
大 值 在 闲 集 内 部 达到 ,而 方程 组 在 内 部 只 有 一 组 解 . 所 以 在 


( 丘 ， 后, 年 ) 点 取 到 最 大 值 , 即 三 个 非 负数 xz，y, z 满足 了 十 > 
十 z 二 c 时 ,有 
zyz < (§). 
附带 我 们 证 明了 三 个 非 负 数 的 几何 平均 小 于 等 于 它们 的 算术 平 
yi < ths, 

事实 上 , 令 a 十 6 十 c=a, 考 虑 函数 f(z，y, x) 二 zyz 在 条 件 
xz 十 y 十 z=a 下 的 最 大 值 ,已 知 满足 条 件 x 十 y 十 z 一 a 的 三 个 非 
负数 z，y, xz 有 


3 


zyz < (村). 
特别 有 
we < ($) (te), 
即 Yar < tet 


若 用 充分 条 件 来 判别 极 大 性 , 先 求 二 阶 微分 


1/(§,§, §)= dr(§, $3) 


数学 分 析 ( 第 三 册 》 


一 泽 (dydz 二 dzdz 十 dzdy)， 


由 dz 一 一 (dz-dy), 代 入 上 式 得 
ay/ C cy 2c,s: 2c 2c 1 
dy 可， $， 3)= 了 dz 一 等 dzdy 一 村 dy ， 
它 的 Hesse 矩阵 为 


2 人 
3 3 
_< 2 
3 3 
因为 矩阵 是 负 定 的 ,所 以 { 地, 号, 号 ) 是 条 件 极 值 的 极 大 点 ,也 
是 最 大 点 . 
例 2 求 曲 面 2z 十 yy 十 z2? 十 2xy 一 2x 一 2y 一 4z 十 4 二 0 的 
最 高 点 与 最 低 点 . 


解 ” 问 题 可 化 为 求 目 标 函 数 f(x,y, zz) 二 z 在 约束 条 件 
2 十 十 十 2Ty 一 2X 一 2y 一 4z 十 4 二 0 下 的 极 值 . 令 
下 一 zx 十 4(2z2 十 内 十 对 十 2zy 一 27 一 2y 一 4z 十 4)， 
求 下 通常 极 值 的 必要 条 件 得 
A(4t+2y—2)=0, © 
AM(2y 十 2z 一 2) 一 0， 二 
1 十 4(2z 一 4) 一 0， @ 
2z 十 只 十 于 十 2xzy 一 2z 一 27y 一 4z 十 4 一 0. © 
由 @@ 知 4 隆 0, 可 从 名,@ 解 出 z= 二 0, y= 二 1, 再 从 回 解 出 zi ==1， 


zs 二 3, 经 @ 解 得 九 一 广 , 入 一 一 去 . 求 下 的 二 阶 微分 (4 视 作 党 


数 ) ,得 
dF 下 = 4Adz’ 十 2Ady? 十 2Adz?: 十 4Adzdy， 


它 在 (0, 1, 1, 刻 ) 点 的 二 有 防 微 分 为 
dFF= 2dr 二 dy 十 dz’ 十 2drdy， 
对 应 的 Hesse 矩阵 


| 


灵光 十 泪 


麻 薄 看 涩 灯 本 站 迪 | 
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攻 阔 十 波 


应 薄 专 党 灿 应 站 站 | 
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2 
1 
0 


1 0 
1 | 
0 1 
、 


是 正定 的 ,所 以 (0, 1, 1) 为 极 小 点 , 即 曲 面 的 最 低 点 . 
FF 在 (0, 1, 3, 一 去 点 的 二 阶 微分 为 


dF 一 一 2dz: 一 dy — dz’: 一 2dzdy， 
对 应 的 Hesse 矩阵 


一 2 1 0 
一 1 一 1 0 
0 0 一 1 
是 负 定 的 ,所 以 (0, 1, 3) 为 极 大 点 , 即 曲 面 的 最 高 点 . 

例 3 设 4>0, A4C 一 B?>>0, 求 椭圆 Ax: 十 2Bzxy 十 Cy 二 1 
的 面积 . 

解 ” 只 要 求 出 椭圆 的 长 半 轴 a 和 短 半 轴 4. 为 此 考虑 图 数 

f(x, y)=x Ty 


在 约束 条 件 
Az2z 十 2Bzry 十 Cy = 1 
下 的 最 大 值 与 最 小 值 . 最 大 值 开 根 即 为 a, 最 小 值 开 根 即 为 5. 
令 
F(x, y)=x +y —A(Ar’: +2Bry 二 Cy 一 1)， 
求 玉 的 必要 条 件 得 


3F; = (1 MA)r ABy=0, 


FFy = ABr + (1— AC)y=0, 


—F; = Ar:+2Bry+Cy:—1=0. 
要 前 两 个 方程 的 方程 组 有 非 零 解 (z，?) ,其 系数 行列 式 必 为 零 : 
1 一 人 4 一 4B 
一 4B 1—AC 
即 得 (AC—B)A—(A+C)A+1l=0. 


ET 
设 上 述 二 次 方程 的 要 为 A , 22. 由 根 与 系数 的 关系 , 知 
1 4+C 
4， 一 


所 以 1 汪 0, h 之 0. 无 妨 设 久之 , 对 应 4 设 方程 组 有 解 
(Xi, yi:) (1=1, 2) 
(1— XAA)zri— ABy; = 0, 
—ABzr; 二 + (1—AC)y; = 0. 
上 面 方程 组 中 第 一 式 乘 以 zi;, 加 上 第 二 式 乘 以 yi ,得 
Xi y= hi(Ari+t2Briyit Cy )= A (i=1,2). 


所 以 a==Vzxi 十 yf 二 Vl, 6 二 VX 十 六 二 Vhs, 椭圆 的 面积 S 为 


S= Xab = xvViis = < 


VAC— BB 

注 1， 考虑 C 类 函数 f: DCR" 一 R, 89: D>R"(m<<n). 求 目标 函 
数 f(x) 在 约束 条 件 9(x) 二 0 下 的 极 值 . 为 此 作 辅 助 函数 F(x, 4) = 二 f(x) 
十 4 . g(x) (XE R”" ) , 解 方程 : 

F(x, A) = f(x)+4. g(x) =0, F(x,4) = 9(x)= 0. 
设 解 为 (x。, 和 ). 要 判断 它 是 否 极 值 点 ,考虑 方程 9 (xo ) dx 一 0, 其 中 dx 
二 (dx,，… ,dzxm， dzxm+1，"…， dz ) ,从 方程 解 出 dz ，…，dzw ,然后 代 
入 二 次 型 

dx *: Hy (xo, ho dx, 
化 为 关于 变量 (dzw+t,， …，dz* ) 的 二 次 型 ,根据 该 二 次 型 是 正定 、 负 定 、 
不 定 ,来 判断 x 是 极 小 , 极 大 和 非 极 值 点 . 

我 们 从 另 一 角度 考察 上 述 问 题 ,注意 到 9Y (xo) (x 一 xo。) 一 0 是 方程 
(xz) 一 0 所 确定 的 隐 落 数 在 m 点 的 切 空间 方程 , 切 空间 的 维 数 是 ”一 
不 妨 把 dx 看 成 切 空间 中 的 向 量 , 记 作 h: W (xo ) 瑚 一 0. 若 对 于 切 空 : 癌 中 企 
一 向 量 h, 有 


h.: He Cxo, ho)h > 0 (<0), 
则 xo 是 条 件 极 值 的 极 小 (大 ) 点 ; 若 能 在 切 空 间 找 出 两 向 量 恩 , hz ,使 有 … 
HF (xo, ho hi >0, hh ， He (xo ,hhhs <<0, 则 xo 为 非 极 值 点 . 
如 例 1 中 容易 求 出 切 空 间 [1, 1, 1]hk==0 中 向 量 h= (t,ts， 
一 下 一刀 ) (在 十 吾 关 0). 在 Cxo ,和 ) 点 的 Hesse 矩阵 为 : 
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加 


巍 站 十 中 


密 薄 在 深 册 底 藻 索 | 


山 沙 十 各 


祥 薄 半 浴 是 辽东 沼 | 
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C C 
一 一 
3 3 
He (xo, ho ) 一 序 0 可 ， 
C C 
和 0 
3 3 
所 以 有 He (am 和) 有 一 一 可 [各 十 苦 十 (在 二 在 关 1 和 0, 故 巩 
cC ie C 
(££ ££ £)) 占 
(二 ,二 ,二 ) 为 极 大 点 . 
2. 沿用 注 1 中 记号 , 设 9 = (Co ,多 ,or)， 行 列 式 
9 » 、、 
《名 ， 名 ， 9》 天 0, 若 对 Yp 一 mm 十 1，…， 史 成 立 
9 (ZX1, Te ,Tm xo 
[22 F(xo, ho) 92F(xo, ho) dp (xo) OPm (Xo) | 
az? 9x97xp Chl ax1 
92F (xo, ho) 92F(xo, hbo) Ido Cxo) dpm CXo ) 
Drld9 工 9 ar ax 
(— 1)mdet 19Tp 多 p p 
9p (xo dp Cxo ) 
ax1l grp 
0 
QPpm CXO > dpm CXo ) 
dxzl 9rp 了 
>C， 


则 x 为 极 小 点 ;车 (一 1)” 改 为 (一 1)? 时 上 式 成 立 , 则 am 为 极 大 点 . 
例 1 中 如 采用 此 判别 法 ,要 计算 两 个 行列 式 : 


[a 
0 可 1 
(一 ] 六 | < 
3 0 1 
1 1 0 
Cc 站 
0 3 3 1 
性 C 
一 0 二 1 
(一 1)31 3 3 一 一 
c C 
3 3 0 1 
1 1 1 0 


2c 

一 全 0 

3 全 
0 0 1 
C 

一 一 0 1 
3 
人 

0 一 本 1 
1 0 
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~ wn wl 
on 
中 
| 
V 
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所 以 x 为 极 大 点 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 试 求 平面 Ar 十 By 十 Cz 十 D=0 与 点 (a, 5, C) 之 间 的 最 
短 距 离 . 

2. 试 求 椭 贺 +y =1 到 直线 x 十 y 一 4=0 之 间 的 最 长 与 
最 短 距 离 . 

3. 试 证 明 表 达 式 


Cz2 十 26zy 十 cy? 
ez 2fry + gy’ (gf > 0) 


的 最 大 值 等 于 方程 . 

(cc 一 六 ) 一 4(ag —2bf + oth eg —f )=0 
中 较 大 的 根 4. (提示 : 表达 式 在 点 (x, y) 上 的 值 与 在 点 (tx，, ty) 
土 的 值 相同 , 故 可 对 分 母 作 一 限制 ) 


4， 计算 表达 式 荆 填 6z? 十 3y 的 最 大 值 . 
TO—Zxy 二 yy 
5, 求 圆 的 外 切 % 边 形 中 面积 最 小 者 . 


6， 试 求 包含 精 球 面 五 十 殷 十 所 一 1 内 体积 最 大 的 长 方 体 


7. 在 第 一 象限 中 求 精 球 画 五 十 朱 十 所 一 1 的 切 平面; 

(1) 使 它 与 坐标 平面 围 成 的 四 面体 体积 最 小 ; 

(2) 使 它 与 坐标 轴 的 截 距 最 小 . 

8. 平面 上 给 定 边 长 为 a, 6，c 的 三 角形 ,在 其 上 作 高 为 
的 锥 体 , 求 使 其 侧面 积 最 小 者 . 

9, 证 明 周 长 一 定 的 四 边 形 中 ,正方 形 面积 最 大 . 

10. 要 制作 一 个 中 间 是 圆柱 ,两头 为 相同 的 正 圆锥 的 空 


代 江 十 洲 


苇 荡 俯 汰 由 遍 沙 涡 | 
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几 站 十 小 


刻 东 在 深 烧 陪 菏 潍 | 
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标 , 它 的 体积 是 一 定 的 ,要 使 所 用 材料 最 省 , 问 圆柱 和 圆锥 尺寸 
应 成 何 比 例 ? 

11. (1) 试 求 f(z， y,z) 一 x*y’z' 在 条 件 x 十 y 十 z= 二 1 下 
的 最 大 值 ,其 中 a, 6, c 是 正常 数 ; 

(2) 从 (1) 的 结果 证 明 对 六 个 正 数 有 不 等 式 


OIC 


12. 用 注 1 和 注 2 的 方法 判别 例 2 中 Cx, 和 %)== (0, 1, 1， 


去 ) 和 (0， 1, 3， 一 去 ) 的 极 值 性 . 
S3 最 小 二 乘法 


在 生产 实践 中 ,常常 需要 根据 通过 实际 测量 而 得 到 的 一 系 
列 数据 
CXo, yo), CX, V1), (Tn, yn) OD 
来 找 出 变量 z 和 y 之 间 的 函数 关系 ,这 种 求 函数 的 方法 通常 也 
叫 配 曲线 或 找 经 验 公式 . 我 们 把 (2 十 1) 个 数据 画 在 平面 上 得 
?十 1 个 点 ,如 果 这 些 点 分 布 在 一 直线 附近 , 则 认为 要 找 的 经 验 公 
式 是 一 次 函数 (图 16-5); 如 果 这 些 点 分 布 在 一 抛物 线 附近 , 则 
认为 要 找 的 经 验 公 式 为 二 次 函数 (图 16-6). 


y 了 


~ 


O | x O 


16-5 图 16-6 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 
一 般 来 说 , 硝 要 找 的 经 验 公 式 为 m(m 二 n) 次 多 项 式 : 
yy》 二 Qo 十 Qi 十 下 十 amnX”， 
怎么 根据 数据 中 来 合理 地 确定 系数 a。 ,ai ,，…，aw 呢 ? 
我 们 用 2 表示 经 验 公式 在 <, 点 的 值 与 实测 值 y; 的 偏差 : 
ao 十 alzo 十 …… 十 anzy 一 % 一 0， 
Qo 十 aii 十 十 QnX? 一 1 二 个， 
。 > : 人 . : © 


Qo 十 QTzn 十 … 十 Qnzx” 一 加 二 02. 


记 
1 xo 和 XY 
CG 1 Zi 及 7 
1 Xx, Xi x” 
Yo 6, 人 0 
ey 
y= y1 65= 1 一 41 
Vn 6, Cm 
则 @ 式 可 写成 向 量 形式 : 
Ca 一 ?= 一， ©® 


这 里 我 们 不 用 使 各 个 偏差 的 代数 和 2 最 小 的 方法 来 确 


定 ao， ai，…， , ,因为 每 个 偏差 有 正 有 负 ， 代数 和 中 偏差 可 能 

互相 抵消 这 样 虽然 偏差 代数 和 很 小 , 却 不 能 保证 各 个 偏差 者 很 

小 .所 以 我 们 用 使 各 个 偏差 平方 和 为 最 小 的 方法 来 确定 a。, a ， 
aw, 这 样 可 以 保证 每 个 偏差 都 很 小 ,也 就 是 求 函 数 


flao, ai, ,An)= f(a) 一 2% = (6, 6) 


=(Ga—y, Ga—y) @ 
最 小 值 的 方法 来 确定 ce ,ai ,… ,aw, 称 此 方法 为 最 小 二 乘法 . 
由 向 量 函 数 运算 法 则 得 
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霸 半 十 溃 


底 和 在 深 灿 应 站 尝 | 


几时 数学 分 析 ( 第 三 册 )》 


贡 小 十 蓝 


应 薄 专 深 灯 应 水 部 | 


f(a) = 2(Ga — y)'G, 
令 了 (a) 二 07 (表示 零 向 量 的 转 置 ), 得 
G (Ga 一 y) 一 0， 


或 
G'Ga = Gy. 
如 果 和 矩阵 G7G 可 道 ,由 上 式 求 出 解 
a = (GG) .Gy. @) 


我 们 来 说 明和 矩阵 G'G 有 首 矩阵 , 和解 a’ 确实 使 f(a) 取 最 小 
值 . 
(1) 由 于 zi; 两 两 不 同 , 知 伟 阵 G 满 秩 , 所 以 a 了 0 时 ,Ga 
天 0 ,于 是 有 
(Ga)'(Ga) 一 arGrGa > 0， 
这 表明 和 矩阵 G7G 为 正定 怎 阵 , 故 有 detCrCG >>0, 因 而 和 矩阵 CG 
有 着 矩阵 存在 ; 
(2) 要 说 明 f(a) 之 f(a* ) ,为 此 将 函数 了 在 w ”点 展 成 
Taylor 公式 
f(a)= (Ga 十 GCC 一 和 ) 一 yy Ca +G(a—a’ )—y) 
一 (CE 一 》，CE 一) 十 2(0Ca 一 了 了，C(G 一 4 )) 
十 (CCCa 一 4 ), Gl(a—a’ )) 
一 Fa ) 十 2(Ga —y)'G(a—a’ ) 
十 (Ca 一 0 )'G'G (a—a’ ) 
=f(a’)+ (a—a’ )'G'G(a~a’ ) 之 Fe ). 
注意 矩阵 G 和 向 量 y》 是 已 知 的 ,这 样 由 @@ 求 得 最 小 二 乘法 
解 &” ,事实 上 
7 十 工 Dx > 成 和 > 
Dz Dx? . . DE 


GG = 


1 2 
> Zz > Xt "os 0 > 3 
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”其 中 求 和 号 六 是 >， 的 简写 . 
特别 当 加 二 1 时 , 求 得 解 为 

nn 十 1 > 
Dr Dx 


2 7 | 
Dx) 


所 以 


(D5) (D1) (Dz) (Driy) 
t+DOA) PD) 
_ +tD) (Bry )— (S27) 
at D(z)— (Dz) 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 在 平面 上 已 知 n 个 点 (xi, 和) (i 一 1, 2,…, 7), 设 直线 
Xxcosa 十 ysina 一 所 二 0 与 已 知 点 的 偏差 平方 和 为 最 小 , 试 证 明 


2(T .Ty— Ty) 
Ee 一 (元 ) [Ly — (7):] 


1 


p= Zcosa ysina, tane = 


zx” 元 妈 一 (7)2 天 0. 
2. 已 知 xz 一 Az 十 By 十 Cz, 现 测 得 一 组 数据 (rz ,yy;，z;,， ui) 
(i 二 1, 2, …, 7), 利 用 最 小 二 乘法 求 得 数 A、B、C 所 满足 的 三 
元 一 次 方程 组 . 


请 六 二 潍 


完 东 看 涩 灿 证 站 学 | 
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沪 沙 下 鄞 六 襄 路 ”震中 十 梁 


第 十 七 章 ” 含 参 变量 的 积分 


除 用 函数 级 数 表示 函数 外 , 另 一 种 表示 函数 的 工具 就 是 用 
含有 参 变量 的 积分 . 这 种 形式 的 函数 在 理论 和 应 用 上 都 有 重要 
作用 ,如 许多 有 用 的 特殊 函数 就 是 用 这 种 形式 表示 的 . 这 章 主要 
讨论 含 参 变量 积分 所 确定 的 函数 的 连续 性 、 可 微 性 和 可 积 性 ,并 
讨论 两 个 特殊 函数 . 


sl1 含 参 变量 的 定 积分 


设 函数 /(z,，y) 在 矩形 D: a<<z<b，c<y<L 上 连续 , 变 
量 z 固 定 为 [a, 5] 上 的 一 点 mm 时 ,函数 (zs, >) 就 成 为 一 个 
变量 ， 的 函数 ,因此 就 有 一 个 数值 
| rer， y)dy 
与 zx 对 应 ,根据 函数 定义 ,我 们 确定 了 一 个 区 间 [a, 5] 上 的 函 
数 
rz) = | f(z, y)dy, 


称 它 为 含 参 变量 的 积分 , 称 z 为 参 变 量 . 
引 理 17.1 设 f(x, y)EC(D), 令 


Flz, <) = | /f(z, dy (sz 二 四 ， 


则 下 (z，z)EC(CDD)， 
证 明 任 给 (zo， zo ) ED. £0, 因 了 肾 数 f(z, y) 在 有 界 团 


| 132 和 矩形 D 上 连续 ,所 以 它 在 DD 上 有 界 , 设 
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| f(x, y) | M, (rx, y) ED. 
又 函数 在 万 上 一 致 连续 , 故 存在 训 盖 0, 当 (z，y)ED, 且 
|z—zo | < 时 ,就 有 


|flz, y)— f(xo, 2)|< za 


取 6=min(8， 4); 则 当 (z， z)ED,H |x—zo |<6, |z—%, | 
二 6 时 ,有 
1FGz, 一 Fa zo) | | fz, 9 — fom, y)Jdy| 


+ | fC, yey| 


€ € 
<aa-0 4d N+M “ MY 
这 说 明 F(x， x) 在 (zo, zs) 点 连续 . 由 (zx。，z。) 的 任意 性 ,所 以 
F(x, z)EC(D). 证 毕 . 
定理 17.1 设 f(z, y)EC(D), 则 ICz) = f(z, dy 
E Cla, bl. 
事实 上 ,由 引 理 17. 1 和 7(z)=F(x, d), 即 可 看 出 定理 结 
论 成 立 . 
这 结论 也 可 写成 
lim[ rz ydy = | limflz, dy 
这 表明 取 极 限 与 求 积分 的 运算 顺序 可 以 交换 
定理 17.2 设 f(zx, y)ECC(D), p(x), (x)E ClLa, Dj， 
且 有 
cgz) Sd cuz) a. 
则 J(z) = | f(x, ydy € Cla, 人 
证 明 因 
Hr) Hr) def 
To) =| fr ydy—) fr, dy J (r) 1), 


mn 
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和 xz 一 g(x) 的 复合 . 由 引 理 和 复合 函数 的 连续 性 , 知 J ; (7x)E€ 
Cla, 5b](i 二 1, 2), 所 以 J(zx)EC[la, ob. 证 毕 . 
定理 17.3 设 f(zx, 3), f(x, y)EC(D), 则 I(x) 
Eco [a, b],H 
r(x) = | f(r, ydy, 
即 求 导 与 求 积 分 运算 顺序 可 以 交换 . 
证 明 设 x, zx 十 AXE [a, 468], 那么 
7(z 十 Az) 一 7TCz) _ f* f(rtAr, yy) f(r, Waqy. 
人 工 < AZ 
应 用 Lagrange 中 值 定理 ,得 


(+Az)— Hs) = | 7(z 十 bar， y)dy 


(0<<O(r，y)<1)， 
任 给 e>0, 由 广 (z，y) 在 上 -- 致 连续 , 故 存在 9>>0, 当 |[z 一 
zl<<8 时 ,有 
| AP (z ， y)— f(z, 2)|< 7 
所 以 当 |Az| < 时 ,就 有 
+, do| 


= | Lf.(z+0az, »)— f(z, 2)]dy| 
<| 二 do=e 
由 导数 定义 , 即 得 
T(z) = lim UE+ A — LE) 一 | (rz，y)dy， 


再 由 定理 17. 1 知 7(z)EcCfe， 61. 证 毕 . 
定理 17.4 设 f(zx,y), f(x, y)EC(D), wz)、Wz) 在 
[a, bj 上 可 微 , 且 
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cS) Sd cS pr) <d. 
则 J(z) 一 | “f(x, y)dy 在 [a, 5] 上 可 微 ,有 


TD =| fl ydyt f(r, Hr))Y (zx) 
—/(z, plz))Y (z). 
证 明 注意 到 J(z) 是 函数 
F(z, w) — Fz, 0) = | f(z, y)dy 
=| f(z, ydy— | f(z, y)dy 
与 w=W(z), v=p(z) 的 复合 . 由 定理 17. 3 与 变 上 限 求 导 定理 


站 


F(x, 四 一 | f(x, ydy, F(x, wu) = f(x, u). 
再 由 引 理 知 F,(zx, 4) EC(D) ,显然 有 F.(zx, u) EC(D) ,因此 
F(z, ww) 在 D 上 可 微 . 同 理 F(x, ov) 也 在 D 上 可 微 .根据 复合 函 
数 求 导 法 则 得 
1 = F(z, w+F(z, OO 到] 


u=(r) 


一 | 已 (z， v) 二 + F,(r, v) | 


vr) 
二 | ft, ydyt+ f(r, Vz) (zx) 


一 f(x, p(x))g (z) .证 毕 ， 
定理 17.5 设 f(x, y)EC(D), 则 对 任意 zE[a, 61], 有 


[Tree way Jar = | [re ar ay. 
取 z=6, 即 得 
Fr see = he sees 


这 说 明 两 个 求 积 分 顺序 可 以 交换 . 
证 明 要 证 明 两 个 z 的 函数 咎 等 , 先 看 其 导数 . 由 定理 
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17. 1 知 | f(z, y)dy € C[a, 6], 所 以 


时 (| {| wdy ar)= fC, dy 
又 由 引 理 17. 1 和 定理 17. 3 知 
于 [fe w]e | ( 讽 f 6 De) 


= [f(z, dy 
既然 两 图 数 的 导数 恒 等 ,因此 
| [fz, pay] 下 re, ar]ay = 常数， 
令 z= 二 a 知 此 常数 为 零 , 故 定理 结论 成 立 . 证 毕 . 
例 1 设 
u(x) = | eos — zsing) db, 
试 证 w(x) 满足 微分 方程 
TUX) ru (rr ni ur) = 0. 
证 明 ”在 矩形 |z| 声 M, 0 委 儿 xx 上 应 用 定理 17. 3 得 


u(x) = | sn — XsinO)singd0 
0 
= [一 cosbsin(zo0 一 zsinl)] 13 
十 | cosbeos(m0 — xrsin0)(n— zcos0) do 
0 


一 | cos( — rsin0) (n 一 zcosO)cos0d0， 
对 再 次 应 用 定理 17. 3 得 
W(x) 一 一 | cosow 一 zsin0)sin20d0， 


由 M 的 任意 性 , @ 与 图 在 (一 c， 十 cc) 上 成 立 . 因 此 可 得 
Xu (x) ru (rz) (zr! — Nn) u(r) 


一 | cos(mw 一 zsing)[ 一 zzsin20 十 zcos0O(m — zxcos0) 
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+ (x —n)]do 
一 | neos(d — xsin0)(n — zcos0) do 
0 


一 —nsin(n 一 zsin0) |; = 0. 
例 2 设 0 二 a<6, 求 积分 


| Xz dz 
o ln 
解 因 
ob 
而 = | zdy, 
所 以 有 


由 于 函数 x? 在 矩形 0 委 z 委 1,，a 委 > 委 2 上 连续 ,根据 定理 17. 5 


得 
b 1 b 1+y 
{ -| [de Jay -| 二 
ss dy 1 十 & 


一 1 


I 
=0 


-| 音 ;- MI+a 
例 3 设 F(z)ECo (一 ce， 十 ce)(2 之 1 令 


f(7)— fla) za 
en 


Ta 
f (a), 工 王 a, 
求证 g(z)EC (一 co， 十 ce) ,并 求 g "(a). 
证 明 因 
Hz) -7(a) = | fd 
= (z 一 o| AIa+y(z 一 a)]dy， 


所 以 
{DD— LAD) =- | rre+y(z 一 a]dy (关中 


4 


当 z=a 时 ,上 式 右 端 为 了 (4a), 故 有 
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g(z) = | flaty(z—a)]dy. 
这 样 (zx) 用 一 个 式 子 表示 出 来 ,由 定理 17.3 知 g(x)€ Cc"? 
(一 =， 十 co). 特 别 有 
ge (z) 一 | AIaTy(z 一 o]dy， 


所 以 有 
ge) = 1°00) ydy = 2. 
思考 练习 解答 直列 问题 ， 
1. 求 下 列 极 限 : 
(1) im| VE Fdy. (2) lim| ,yeos(zy)dy 


dx 


ln), TFET 

2. 设 /(z) 连 续 , F(z) = | /OD)(z 一 人 "dt , 求 F(x). 

3. 设 /EC((-o0, 00)), g€CW(( 一 00, 0)), 令 
uz, 0D) 二 吉 [f(z+a) 十 f(z 一 a)] 十 元 | 8 (3)dy， 
明 当 />0,， 一 <z<oo 时 ， u(x， 四、 半 以 及 革 芗 连续， 

且 满 足 

PE = a 4, u(r, 0) = f(z), 

4. 求 F(z), 其 中 F(z) 为 

(GD) FCz) = | ev dy 


C)FCD=| ay. 
(3) F(z) =| flz, s)dsdr. 
(4) F(x) = |[ [erasdr 


G0) 一 g(x). 
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2x 
5. 设 F(x) =| e”%% 。cos(z .sin0)d0 , 试 证 明 F(x) 二 27. 
0 


6. 利用 积分 公式 


lf lr dg-=1(0<r 一 1 
2xJ。 1— 2rcos0+r ” ” 


试 求 积 分 (r 汪 0, r 关 1) 
I(r) = [nd 一 2rcos0 十 r?)d9 
0 


的 值 . 


7. 设 f(z, 3) 在 (zxo， yo) 点 的 一 个 邻 域内 是 连续 的 , 试 证 


明 方 程 
y= yo 二 | JE，7y)dt 
在 x 二 zx。 的 某 个 邻 域内 把 y 确定 为 x 的 函数 


六 漠 下 畏 由 避 吵 她 直 十 小 


8. 9 是 实 轴 上 连续 函数 ,在 (2 ，2 一) 外 为 零 , 在 区 间 


(2 ', 2) 上 是 高 为 27 等 腰 三 角形 的 两 边 (i 王 1，2，3， 


令 DD; 0 迄 z 委 和 1，0 委 > 委 1 和 上 二 元 函数 
f(x, y) = 2 [9(7) — pn (zx):(y). 
证 明 (1) F(z，y) 关 于 zx、y 连续 ; 
C2) | flz, ydy = 7), | flz, y)dr =0; 


G3) faz| fer, ydy =1, | dy| flz, y)dre =0. 


S2 含 验 变量 的 反常 积分 
”2.1 一 致 收敛 的 概念 及 其 判别 法 


设 函 数 F(z，y) 在 无 界 和 矩形 ec 委 z 委 8，c 委 ?><< 十 ce 上 定义 ， 


若 对 每 一 个 zxE [a, 5] ,无 穷 积 分 
全 rez， y)dy 


)， 


中 la 
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都 收敛 , 则 积分 值 可 以 看 成 是 定义 在 [a, b 上 的 函数 , 记 为 
I(z). 我 们 要 讨论 注 数 I(x) 的 连续 性 ,可 积 性 和 可 微 性 等 性 质 . 
类 似 于 无 穷 级 数 的 和 函数 性 质 的 讨论 ,容易 看 出 需要 有 积分 中 
的 一 致 收敛 概念 . 

定义 17.1 若 任 给 s 六 0, 存 在 A 二 Ao(e) 记 cc, 当 和 AA 
时 ,对 一 切 xE La, 565], 成 立 


Ne y)dy|<=e. 


则 称 We y)dy 关于 xz 在 [a, 5] 上 一 致 收敛 . 


这 里 x 取 值 区 间 [a, 6j 可 以 代 之 以 (a, 6)、(a, 十 吕 ), 其 
至 一 般 的 集合 E, 就 有 无 穷 积分 关于 xz 在 EE 上 一 致 收敛 概念 . 
类 似 可 定义 含 参 变量 瑕 积分 的 一 致 收敛 性 . 若 函 数 /(x， yy) 在 


y=c, zE [a, 6] 邻 域内 无 界 , 则 称 | f(z，y)dy 为 含 参 变量 > 

的 到 积 分 ,如 | 地 Yzdy 为 zE [0，1] 的 瑕 积分 ,对 瑕 积分 
ox Ty 

[f(z 3y)dy 关 于 z 在 [4,5 上 一 致 收敛 定义 为 : 任 给 e>0, 存 

在 6 一 8(e)>0, 当 c<c<c+8 时 ,对 一 切 的 zxE [a, 6], 成 立 

[re nd|<e 

下 面 我 们 只 讨论 无 穷 积分 情形 . 关于 无 穷 积 分 的 每 一 个 定理 , 相 

应 地 就 有 一 个 关于 瑕 积分 的 定理 . 


一 致 收敛 原理 ”无穷 积 分 @ 在 上 一 致 收 钱 的 充 要 条 件 
是 : 任 给 se>0, 存 在 4,>c, 当 4A, 4 >A4 时 ,对 一 切 的 xEE， 


有 


We >)dy| 一 = 


证 明 留 给 读者 . 
Weierstrass 判别 法 ” 设 有 连续 函数 F(y) ,使 
| f(x,y) [Fy) (rE E, cy<+m), 
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且 积 分 
六 Fooay <+o. @ 


则 无 穷 积 分 | ”7(z，y)dy 关于 xz 在 集合 巨 上 一 致 收敛. 
证 明 任 给 e>0, 由 四 和 无 穷 积 分 的 收敛 原理 存在 4 >>0， 
当 4A、4“>4, 时 ,有 
royayl<e 
所 以 当 A, A'>>As 时 , zEE, 就 有 
fre, wayl< | ir, wy 1dy|< | rowdy|<e 
再 由 一 致 收敛 的 收敛 原理 , 知 无 穷 积 分 四 在 下 上 一致 收 伍 . 证 


毕 ， 

例 1 求证 积分 | ecosardz 在 a€ (一 oo， 十 ce) 上 是 
一 致 收敛 的 ,其 中 & 为 正常 数 . 

证 明 因 


|e*cosar | e”* 


和 | edz 一 十 co, 所 以 由 Weierstrass 判别 法 , 知 无 穷 积分 
关于 we 在 (一 ce， 十 ceo) 上 一 致 收敛 . 

能 用 Weierstrass 判别 法 判别 一 致 收敛 的 参 变 积分 ,事实 上 
一 定 是 绝对 一 致 收敛 的 . 对 非 绝对 一 致 收敛 的 参 变 积分 , 需 用 下 
面 判 别 法 . 

Dirichlet 判别 法 设 (1) 存 在 正常 数 M, 对 任意 的 xEE， 
当 A 之 c 时 ,有 

fr, wdyl< Mm 

(2) 对 任意 固定 的 ZzEE, g(x, y) 是 y 的 单调 函数 , 当 y 闻 十 0 
时 ，g(z，y) 关 于 zE 巨 一致 趋 于 零 (Vs>>0，3 了 4 >>c, 当 
y>4 时， VY xEE, 有 |g(x, yy)| 过 e), 则 积分 


站 漠 可 及 彰 品 吵 ” 贡 直 十 小 
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| fz, Welz, ydy 9 
关于 在 EE 上 一 致 收 全 
证 明 任 给 e>0, 由 条 件 (2), 存 在 A, ==As(e), 当 yA 
时 ,对 一 切 xzEE, 有 


lg(z, 9) 1< zi 
所 以 当 A、A'>>As 时 ,应 用 第 二 积分 中 值 定理 得 
re, walz, wdy|< js A)| fr, ydy 


+ js 4 Ace y)ay| 


沙漠 号 区 准 吐 叭 ”山中 十 梁 
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<IM * 2M+ 71% * 2M=é., 


由 -- 致 收敛 的 收敛 原理 , 知 @ 关 于 xz 在 E 上 一 致 收敛 .证 毕 . 

Abel 判别 法 设 (1) 积分 | f(z, y)dy 关 于 x 在 E 上 
一 致 收敛 ; (2) 函数 g(z，y) 对 任意 固定 的 zEE 是 y 的 单调 
函数 , 且 存 在 常数 M>>0, 对 任意 的 y 之 c 和 zxzEE, 有 

| g(z，y) | 委 M. 

则 积分 @ 关 于 x 在 EE 上 一 致 收敛 . 

证 阴 任 给 s 盖 0, 由 条 件 (1), 存 在 4, 一 4(e)>>c, 当 A， 
A’>>A。 时 ,有 

rz, Dy | < 二 1: rEE, 

所 以 当 A, A'>A。 和 xzEE 时 ,应 用 第 二 积分 中 值 定理 得 


We ?)8(z， Wdy|< g(z, A)| rz， ydy| 


+ | A fz, yay| 


€ € 
<M amt™M 3Ni 
| 142 ”由 一 - 致 收敛 的 收敛 原理 ,积分 @ 关 于 x+ 在 EE 上 一 致 收敛 .证 毕 . 
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例 2 给 定 积分 | e smezdz, 证明: 
0 


(1) 固定 RE [0, 十 0), 积 分 关于 a 在 |a| 之 6(8>>0) 上 一 致 收 
敛 ; (2) 固定 a 关 0, 积 分 券 于 在 [0, 十 cc) 上 一 致 收敛 

证 明 (1) 因 
| sinazdz |= | 一 |<3 


函数 一 e 瑟 当 z 一 十 co 时 单调 一 致 趋 于 零 ,所 以 由 Dinchlet 判 


别 法 , 知 积分 关于 “在 lel 关 上 一 致 收敛 . 
(2) 因 积 分 


Foo i 
SIDCQZ 
| su 


0 TX 
收敛 (也 可 说 关于 参数 不一致 收效 ) ,函数 se- 固定 上 E [0， 
十 oo) 关于 xz 单调 , 且 当 之 0, xz 之 0 时 ,有 
le*|<1, 
所 以 由 Abel 判别 法 , 知 积分 关于 在 [0， 十 ce) 上 一 致 收敛 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 ， 
1. 证 反常 积分 四 关于 z 在 已 上 一 致 收敛 ,其 充 要 条 件 是 : 


对 任 一 趋 于 十 co 的 增 序列 (4,), 级 数 了 | f(x， 3)dy 
(A, = c) 关于 x 在 E 上 一 致 收敛 . 
2. 证 瑕 积分 | 地 zy 关于 x 在 [0,1] 上 一 致 收 全 


| 一 -dy 关于 xz 在 (0, 1) 上 不 一 致 收敛 . 
x+y 


2.2 含 参 变量 的 无 穷 积 分 的 性 质 
定理 17.6 设 Fz,，y) 在 e 委 z 委 0 c 委 ?< 十 co 上 连续 , 积 


分 
rz) 一 | fz, y)dy 
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关于 工 在 [a, 56] 上 一 致 收敛 , 则 [I(x)€Cla, 6b]. 
证 明 任 给 s 之 0, 由 无 穷 积 分 一 致 收敛, 总 存在 A 之 c, 当 
A 二 A。 和 xE€Efa, 6 时 ,有 


re Wdy|<e @ 
固定 A, 应 用 定理 17.1, 存 在 3= 8(z)>>0, 当 |Az|<8 时 ,有 
[rarar ydy— | flr, Wdy|<e. 
所 以 , 当 1Az|<8 时 ,由 上 式 和 四 得 
六 rz+ar ydy— fC, Wdy| 


| zt Ar)—1I(z)|< 
十 [pea, Arzr， >)dy| 


十 ce 
+ | [rr wdy| < 30, 
根据 连续 定义 , 知 I(z) 在 x 上 连续 . 由 xz 的 任意 性 知 I(x) 
EC[a, 6]. 证 毕 . 
例 1 求证 积分 
I(x) = | ze™dy 
在 x 之 0 上 不 一 致 收敛 . 
证 明 ”显然 1(0)=0, 当 z>0 时 , 作 zy 一 上 的 变换 ,得 
I(z) = | ea 一 1. 
由 于 T(z) 在 0 委 z<< 十 ce 上 不 连续 ,根据 定理 17.6 知 积分 在 
Xx 宇 0 上 不 一 致 收敛 . 因而 积分 在 xz 之 0 上 不 一 致 收敛 . 
注 ” 此 例 也 说 明 , 当 积分 变换 含有 参 变量 时 ,由 变换 后 积分 
的 一 致 收敛 , 推 不 出 原 积 分 一 致 收敛 . 
定理 17.7 设 F(z，y) 在 ec 委 z 委 0， y 之 c 上 连续 ,积分 
Hz) = | f(r, ydy 


关于 zE[a, 中 一 致 收敛 , 则 有 
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Pe wee = hee, were 
证 明 由 定理 17. 6, 知 上 式 左 端 为 ~- 数值 
| ree)dz 
又 Ye>0,，34, , 当 4>A4。 时 ,对 任意 的 zxE[a, 6], 有 
六 re nd re ydy|< 

上 式 对 zx 积分 得 

i on]e-pIFve welel=。 
再 应 用 定理 17.5 得 

ye mers- ff ree wee 
根据 反常 积分 收敛 定义 , 即 得 

re pels = se, oem 

定理 17.8 设 f(x, y), f:(z, yy) 在 a 所 x&b, y 之 c 上 连 
续 , 积 分 | 7 (zo,y)dy (zaE [a, 6]) 收 敛 , 积 分 


8(z) 一 | f(x, ydy 
关于 z 在 [a, 6] 上 一 致 收敛 到 p(z). 则 
I(z) = [fz, y)dy 
关于 在 [a, 6] 上 一 致 收敛 到 I(x). 且 
T(z) = | fz, ydy= | f(r, ydy. 
证 明 ”由 微 积分 基本 定理 得 
jz, IW — fms = | fle, dt @® 
上 式 对 y 从 A 到 A' 积 分 ,并 利用 定理 17. 5 可 得 


A 
A 


| re po- fea, way = {| fe wear]ay 


水 消 村 地 并 座 路 ” 山 计 十 泊 
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一 [ Wa ydy [dr. @ 
任 给 :二 0, 由 定理 的 假设 ,存在 Au(s)>c, 当 4、4“ 盖 4 时 ,有 
fr, dy| < zp; ViEl[a,b] 


和 


第 fee, >)dy| 一 所 

七 A 

™ 所 以 当 A、A’>As 时 ,对 任意 的 xE [a, 6, 由 图 得 

: [areas yas|< [fer co pe 下 [eole| 
< 二 小 有 ds 


根据 一 致 收敛 原理 , 知 积分 | ”7(z, y)dy 关于 zx 在 [4,6] 上 一 


致 收敛 , 记 其 值 为 [(z). 
对 @ 式 关于 变量 y 从 < 到 十 oo 积分 得 
[wd] fem, ydy = (fl, 9dr]ay. 
应 用 定理 17.7 可 得 
T(z) 一 To ) 一 [ p(t) dr. 
由 定理 17.6 知 g(1) EC[a, 6], 所 以 I(z) 在 [a, 6] 上 可 微 , 且 
7(z) 一 g(x) ,或 
d /fr [ -下 比 
号 (| fz, yay)=| f(r, y)dy, 证 毕 . 
定理 17.9 设 f(z, y) 在 4 所 +b, y 之 c 上 连续 且 非 负 ， 
对 任意 的 xE [4,6], 积分 
T(z) =| f(z, ydy 
收敛 , 且 T(z)EC[a, 5]. 则 上 述 积分 关于 zz 在 [a, 5] 上 一 致 收 


敛 ， 
146 证 明 用 反 证 法 . 假设 积分 不 一 致 收敛 , 则 存在 6 之 0 和 趋 
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于 十 ce 的 递增 列 {A,} 和 xzvE[a, 56](n 二 1, 2,…), 使 得 
ICz) 一 | rors y)dy = | rer y)dy 之 so. 
无 妨 设 ,mxzoE[a, 5] (否则 用 {x} 的 收敛 子 列 代替 之 ). 固定 
m, 当 nn 之 m 时 ,由 f(z, y) 之 0 和 {A,} 的 递增 性 ,得 
ror) fm ydy 10) | for, ydy > 6. 
对 式 子 
4 

rz) 一 | f x, y)dy 之 so， 
令 n 一 十 co 取 极 限 , 得 

ICz)—| "fz, y)dy 之 &. 


上 式 对 任意 自然 数 m 成立, 这 与 假设 积分 |”f (zx。，y)dy 收 合 
到 ICz ) 矛 盾 . 故 反 证 法 假设 不 成 立 , 即 积 分 在 [a, 6] 上 一 致 收 
敛 .证 毕 . 

例 2 求证 积分 

T( 工 ) 一 | ze dy 

在 x 之 0 上 一 至 收 全 

证 明 先 证 在 [0，1] 上 一 致 收敛 . 因 

二 0， 


0， 
I(z) = -= ， 
(z) [ar ord 07x<1 


在 [0, 1] 上 连续 ,被 积 函 数 zie-*” 在 0 志 x 志 1,，y 之 0 上 连续 、 
非 负 ,所 以 由 定理 17. 9 知 积分 在 [0, 1] 上 一 致 收敛 . 
再 证 在 [1, 十 cc] 上 一 致 收敛 . 因 
EY =1 二 zy 十 之 yy， 
所 以 


< (y > 0, x 之 1)， 


沪 消 骂 苞 阅 吕 喉 ” 峙 叶 十 名 
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任 给 s>0, 取 如 = 二 , 当 A>Ao 时 ,对 任意 xE[1, 十 0), 有 


十 ce 
| re dy 三 1 <e. 
A A 


按 定 义 积分 在 [1， 十 cp) 上 一 致 收 敛 . 


第 

+ 总 之 ,积分 在 x 之 0 上 一 致 收敛 . 

章 又 证 ”固定 yE(0, 十 ce] ,对 一 元 函数 

含 3 22 

参 g(X) 一 ZEe > 

在 [0， 上 ce) 上 求 其 最 大 值 ,容易 求 出 最 大 值 为 : 

积 V3 | C 

分 max g(Zz) 一 (全 4 一 五 ， 
RS 二 ( 2 ) ° 3 全 


其 中 常数 C 一 (如 ) e- ,所 以 当 0<z< 十 co 时 ,有 


又 积分 | ” 扎 dy 收敛 , 故 积分 
1 y? 


关于 在 [0, 十 co) 上 一 致 收敛, 而 

为 通常 积分 ,最 后 得 积分 

关于 在 [0，+co) 上 一 致 收敛 

定理 17.10 设 (1) f(x, y) 在 xz 之 a, y 之 c 上 连续 ; 
(2) 积分 | f(z, y)dy 关 于 x 在 [a, 十 ce) 上 的 任 一 有 界 闭 区 


148 ” 间 [a, B] 上 一 致 收敛 ( 称 关 于 zx 在 [a, 十 ce) 上 内 闭 一 致 收敛 ); 
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(3) 积分 |”/(z, y)dz 关于 yy 在 [c， 十 co) 上 内 闭 一 致 收敛 ; 
(4) 积分 
jo | Ar ») | dz |ay 与 i flz, W | dy |dr @ 
有 一 存在 . 则 有 

| [fe wayjaz= | [| fz, ydrldy. © 


证 明 假设 @@ 中 第 二 个 积分 收敛 . 先 分 析 一 下 图 式 的 意义 ， 
由 定理 条 件 (3), 知 函数 


F(y) =| f(z, y)dr 
在 y>c 上 连续 ,又 由 条 件 (2), 知 函数 
Nx) =| fz, y)dy 
在 x 之 a 上 连续 . 因 
La 1<) 1 flr, 1dy, 
所 以 由 条 件 (4) 和 比较 判别 法 , 知 积分 


| rzmadz 
绝对 收敛 , 故 上 式 积分 为 一 确定 的 数值 . 定理 即 要 证 无 穷 积 分 
全 Fn)ady 


收敛 , 且 收 敛 到 值 | rz)dz , 即 证 


lim | F(y)dy = | T(z)dz. 
任 给 。>0, 由 @ 的 第 二 个 积分 收敛 ,存在 Bu>a, 当 B>B 
时 ,有 
全 [edy]dz< 计 ， @ 


六 消 吕 区 并 洁 吵 ” 翰 中 十 避 
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池 消 肝 陋 准 误 只 ”山中 十 潍 


固定 B, 又 由 定理 条 件 (2) ,存在 4o>c, 当 A>4 时 ,对 任意 的 
zE[a, B], 有 


六 re ya | < Ba @ 
所 以 当 A> 之 4, 时 ,就 有 
[ri 
[re waz]ay—| [| 76, ty] 
| fAFrr~ Hec FA 
本 | |. flz, ydz |dy—| | re， y)dy |d 
-Te aa] 
= | 三 [ 广 re yy]az| 
f 广 f(z, ydyldrt | [人 | f(x, y) | dy |dz 
<|. st e+, [六 | flz, yl1dy|dz (由 @ 式 ) 
委 于 + 本 =e (由 @ 式 ). 
按 定义 有 


A 十 co 
lim| F(y)dy = | I(z)dz. 


即 加 式 成 立 . 证 毕 . 
结合 定理 17. 9 与 定理 17. 10 可 得 下 面 定理 . 
定理 17.11 设 f(x, y) 在 zx 之 a, y 之 c 上 连续 、 非 负 ; 积 分 


[rz y)dz 是 y>>>e 上 的 连续 函数 ;积分 | /f(x,y)dy 是 
z>>a 上 的 连续 函数 ;又 积分 


| re, wayldz 与 | [| fo, war]ay 


150 有 一 存在 . 则 
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pe we se. weds 
为 了 说 明定 理 17. 10 中 条 件 (4) 的 重要 性 ， 我 们 在 x 之 1， 
y 之 1 上 来 考察 函数 f(x, y)== Sy 容易 求 出 : 


全 忌 人 zx? 并 工 一 十 co 1 
1 (三 十 入 于 4 “rty | 1 十 六 
| — 7? dy = y y 一 十 co ] 
1 (z+y)? Ty |y- 1 二 +x? 


所 以 有 
-=| [rl 
*|' [合计 jw- 于 
上 面 累 次 积分 不 相等 ,是 由 于 定理 17. 10 中 条 件 (4) 不 满足 , 事 
实 上 我 们 有 


人 [由 eh 


阔 沾 村 构 出 蜗 吵 ” 亨 直 十 避 


一 十 oo， 
三 由 让 三 
而 定理 17. 10 or 由 
| ye |= Es 十 入 = 元 生产 扩 志 ， 
可 得 出 积分 
| 


在 y 之 1 上 一 致 收敛 ,当然 更 是 内 闭 一 致 收敛 . 同 理 积分 
v0 yO 
| 襄 于 和 dy 在 z>1 上 一 致 收 全 


注 讨论 1(z) 连 续 与 可 微 时 , 含 参 变量 积分 关于 z 一 致 收敛 是 不 可 
缺 的 ,没有 更 合适 的 条 件 能 替代 一 致 收敛 条 件 . 当然 讨论 T(x) 在 开 区 间 _151 


阔 漠 村 加 周口 吵 ”山上 十 小 
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(a, 5) 上 连续 和 可 微 时 ,我 们 只 要 积分 在 (a, 已 上 内 闭 一 致 收 全 ,并 不 要 
求 积分 在 (a, 仿 上 一 致 收敛 .这 是 由 于 连续 .可 微 是 点 点 性 质 ,只 需 积分 在 
每 点 邻 域 上 一 致 收 伍 即 成 ,所 以 并 没有 改变 一 致 收敛 保证 KKx) 连 续 、 可 德 
的 关系 . 讨论 K(z) 积 分 时 ,积分 一 致 收敛 不 是 合适 的 条 件 ,下面 引入 的 控 
制 收敛 乃 是 最 合适 的 条 件 . 
定理 17.8 中 积分 关于 z+ 在 [a, 如 上 一 致 收 全 ,由 
1(z) = lim| f(z, y)dy 
在 [a, 人 ] 上 一 臻 成 立 ,总 可 求 出 常数 M>0, 使 YA>c 时 ,有 
fre, wdy|< Mm 


且 M 在 [a, 如 上 可 积 .反之 , 若 有 | f(z, y)dy| < M(x), 生 M(x) 在 
[a, 6] 上 可 积 成 立 ,积分 对 每 一 <E [a, 名 收敛 ,就 称 积分 控制 收 仇 ,这 时 
定理 17.7 的 结论 成 立 . 定理 17. 10 中 并 没有 假设 积分 


rz) = tim| f(z, ydy 
在 z>a 上 一 至 收敛 ,而 是 假定 V A>c， 
fre, yay| < fer, Wdy = 87), 
且 g(z) 在 [a， 十 co) 上 可 积 ,所 以 定理 17. 10 的 条 件 (4 实质 上 就 是 控制 
收 丝 的 条 件 ,这 样 
Fis (nfs se) 


lim (ff, ydy)az 


jaf (Fie we) 
三 (ree ydr)dy. 
上 面 式 中 第 二 个 等 号 是 承认 控制 收敛 定理 ,第 三 个 等 号 是 由 于 定理 17. 7. 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 
1. 试 证 明 下 列 积分 在 指定 区 间 上 一 致 收敛 : 


(1 )| 2 dy (+ 之 a > 0). 


U 


(2) 站 zerdz (ae 委 a 委 0). 


数学 分 析 ( 第 三 册 》 ”于 国 


(3) | edz (>>0). 
(人 | e 和 -ss (a 之 0). 


2. 讨论 下 列 积分 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


GD dy: (A) zx 之 9>0; (B) zr 0. 


(2) | dy: (A) 0 < zr < M; (B) >0. 


(3) | dy: (A) + >0; (B) +>3>0. 
3. 设 fEC([0, oo0)) 且 有 界 ，f(0) 之 0, 证 明 函 数 
F(y) =| 池 f2dz 
在 y=0 处 间断 ,在 y 天 0 处 连续 . 
4 利用 积分 | ”二 5 一 下 求 积分 


三 -4z (nn 为 自然 数 , a > 0). 


0 (Cx? 十 a?)” 
十 cc 
人 上 cos(zxt ) \、 上、 
5. 令 Fi) = | TT dz，, 试 证 明 


(1) 该 积分 在 一 co<<t<ce 上 一 致 收敛 . 
(2) FEC(( 一 co，co))， 

(3) lim /CO 一 0 

(4) | /sinedt < 0. 


(5) f(z) 在 [0, x] 上 至 少 有 一 零点 . 
6. 设 F(z) 在 [0，ce) 上 内 闭 Riemann 可 积 , 且 无 穷 积 分 


[7Gz)dz 收 策 . 证 明 
lim| ef(z)dz 一 | redrz 


水 消 辟 即 立 哈 吵 ” 山 叶 十 名 
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十 ec 
7. 设 | ”1 f(z) 1 dz 存在 , 令 


F(u) 一 | f(z)eos(uz)dz, 
证 明 F(z) 在 (一 ce，co) 上 连续 , 且 FE(a) 一 0(x> 十 cc). 
8. 设 /ec((0, co)), 且 | zx/(z)dzr 在 a 二 4, 时 均 收 


敛 ,证 明 此 反常 积分 对 a 在 fa, 0] 上 一 致 收敛 . 

9. 用 和 窗 盖 定理 证 明定 理 17. 9. 

10. 定理 17. 10 中 若 条 件 (4) 不 满足 ,定理 结论 是 否 一 定 不 
成 立 ? 考察 例子 : D: zx 宇 0, y 宇 0， 


flz, y) = 


它 满足 控制 收敛 条 件 . 


冰 淖 村 中 阅 品 吵 ”好 牛 十 避 


33 含 参 变量 的 积分 计算 举例 


这 节 我 们 通过 例子 来 说 明 怎 样 用 上 节理 论 求 某 些 含 参 变量 
的 积分 . 例 2 在 Fourier 级 数 一 章 已 求 出 其 值 ,这 里 再 给 出 一 种 
求 积 分 值 的 方法 . 
例 1 求 积 分 
了 二 六 arctanpz 一 arctanardr (6 ~ a > 0). 


0 i 
解法 一 令 
mo 
应 用 定理 17. 8 得 
dz n 


十 co 
T(z) = 1 十 zz 2 


”arctantz 一 arctanax 
dz， 
I 


解 出 


nT 
154 I(t) = Flntt+C. 
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二 a 和 I(a) 二 0, 定 出 常数 C 为 : 


C 一 一 Flna. 
因此 得 
I = 1(6) = FIn a 
验证 积分 号 下 求 导 定 理 的 条 件 . 


(1) 被 积 函数 f(t，z) 一 ene (补充 定义 
zx 二 0 时 ,f(t1, 0)=: 一 a) 在 ae 委 ! 魏 六 x 之 0 上 连续 ,ff,(!, xX) 


1 、 
TH 也 在 a 志 1 志 6, x 之 0 上 连续 ; 


(2) 积分 | f(t， xz)dz 收 合 . 由 
1 1 
Ter ~ Tra 
知 积分 |/(4, zx)dz 关于 :在 [a, 如 上 一 致 收敛 
解法 二 大 


arctanbz 一 arctanax 


工 -| 志和， 


所 以 


了 一 | arctanbr 一 arctanaz dv 一 全 [| dt 区 
和 x 0 a 1 十 fx 


0 


srfr™ sx nn, b 
= [|] = | 至 de 一 到 却 ， 
验证 积分 顺序 可 交 次 的 学 人 
(1) 函数 f(t， 工 ) 一 , Tz 人 在 4<1<b， ZX 之 0 上 连续 ; 


(2) 积分 | J 上 下 


解法 三 ”形式 为 
| fe) — fer) dr (b>a>0) 


0 
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的 积分 称 为 Froullani( 佛 罗兰 尼 ) 积 分 ,可 用 定 积分 方法 来 求 其 


> arctanbr 一 arctanaz 
一 一 -一 dz 
E 多 


『f> arctanpz N arctanar 
dz -dx 
L 并 


€ TX € 


一 Tim | arctanz | 三 ean qz | 
N—>=+ooL J 区 人 z 
e040 

jim [全 arctanz | | aretanzdz | 
N+ LJ aN TX a x 
E>0+40 


= lim | arctantln 2 arctannln | 
L a a 
(ae<7be, aN<é<oN) 
一 工 In 之 
一 了 ln 2 
例 2 求 积 分 
T 一 | sinaz | 


解 ” 若 直接 在 积分 号 下 对 a 求 导 ,得 一 发 散 积 分 . 为 此 引入 
一 个 收敛 因子 e “(之 0), 先 求 积分 


je . 
I(a) 一 | ere Snag. 
0 


TX 
应 用 积分 号 下 求 导 定 理 , 得 


了 = _ __* 
(a) = e “cosardz = 
0 


a 十 kk 
(上 述 积 分 对 a 一致 收敛 ) 所 以 
I(a)— 1(0) = | pe = arctan 主 : 


由 1(0)=0, 得 


I(a) = arctan 加 (k > 0). 


怎么 回 到 原 积分 1 呢 ? 办 法 是 固定 <, 而 把 上 看 成 参 最 ,考虑 函 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) | 


数 f(&, z)=e “(fp, 0)=ae*) 在 x 之 0, 0<h<:1 上 


连续 ,积分 | /(k, zx)dz 关于 k 在 [0, 1] 上 一 致 收敛 ,大作 为 
的 函数 


十 co ; 
-kr SLC 
| er seedz 


0 

第 
在 [0, 1] 上 连续 ,特别 在 ==0 点 连续 ,于 是 得 上 
ee - ow » 音 

| ear = lim| ee Edz 
0 k=0+J 0 z 含 
参 
ol Q_ 工 : 变 
= limarctan Eosigna. 
其 中 signz 为 符号 函数 . 网 


思考 练习 解答 下 列 问题 : 


—hr 
1. 求 积分 I =| dr (b>a>0). 


2. 通过 引入 参数 ,计算 积分 


+ In(l 二 zx:) 
| 1 十 之 ? dx. 


利用 所 得 结果 和 变换 x 二 tani, 求 积分 
「 Incostdt, 「 Insinzdz 
3. 通过 引入 收敛 因子 e “的 方法 , 求 积 分 
1 = | SE 一 cosezdz (b> a > 0). 


(提示 : 参考 例 1 中 定 积分 方法 ) 
4. 利用 已 知 积分 值 求 下 列 积分 : (6 之 a 之 0) 


| eq (2) | (Se). 


0 ya 


5. 利用 已 知 积分 值 
| e* dz 一 MT 


一 ce 


求 下 列 积分 : _157 | 
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| ( sx ) (2) 全 qz. 
(3) 1 dr (a > 0). 
(4) [es) qr (a > 0). 


(5) | : eC dz. (6) 全 Sq 


2 sin (n 十 去 小 
6， 在 Fourier 级 数 中 已 知 1 二 2 | 二 dr ,证 明 ; 


2sin 记 
， 作 1 1 
| 二 一 十 


yom 工 sin(n 二 去): = 0 


2 


sin( (+2)} 1 


:= 


(2) lim| 
(3) | smzdzr = 子 . 


$4 Euler 积分 一 一 一 B 肖 数 与 工 池 数 


某 些 非 初等 函数 可 以 用 含 参 变量 的 积分 表示 . 本 节 讨 论 两 
个 特殊 函数 一 一 B(Beta) 函 数 和 了 (Gammay) 当 数 ,统称 为 Euler 
积分 ,其 定义 为 : 

B(p, gq9) = | zz)rdz, rT(s) 一 | zed 
在 广义 积分 一 章 中 ,我们 知道 B 函数 的 定义 域 为 : 如 >>0，q 二 0; 
函数 的 定义 域 为 : ;之 0. 下 面 我 们 讨论 这 两 函数 一 些 有 用 的 
性 质 . 

1. 两 函数 的 其 他 形式 : 
(1) B(p, 9) = 2 sin Geos’! 0d0; 
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xX?! 


(2) Bp, 9) = | md; 

(3) TCD = 2 ze dz 

证 明 (1) 令 z=sin20, 作 积分 变换 得 

B(p, cd) = [ml zx)"idzr 一 2 sin??! Ocos*”10d0, 
若 能 记 住 此 公式 ,对 以 后 计算 积分 会 带 来 很 大 方便 . 
(2) 令 7 二 工 和 7, 作 积分 分 变换 得 


二 cc £1 


Bp, 0) = | zx) dr = | yd 
(3) 令 z= 刀 ,得 
r(s) = | edz = 2| emer dit. 
2， 递 推 公式 (2>>0， 同时 
(1) B(p+1, 9) = 4B(p, q); 


(2) B(p, q+1)=s4B(p, q); 


(4) T(p+1)= pr(p). 
证 明 GD) B(P+1, 9) = | 0 一 Drdz 
一 也 1 一 六 14 
= 之 |. (zj)vdz 
= Pf yitl ydr 
= 之 [|,= (一 zyradz 
一 | x 一 Dr dz | 


=[B(p， q)—B(p 十 1, q)]， 


所 以 有 
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B( 刀 十 1， 9) = 75B(2， q). 


(2) 因 B(p, 9) =| oa (1 Dr di 
_ B(g, p) ,这 说 明 B 函数 具有 对 称 性 ,所 以 
一 9 
B(p, q+1)= B(g+1, p) 了 二 7B(9, P) 


(3) 由 (1) 与 (2) 即 得 


B(p 十 1, q 十 1) = B(p, g++ 1) 


p 
户 十 4 十 1 
B(p, q); 


一 pq 
(p+gq+1)(p+gq) 
(4) 由 分 部 积分 得 
r(p++1) =| rerdz= [一 xz?e ”| 
Fo0 
+| prr'e dr = pr(p). 


注意 B(1, 1) =| dr= 1, T(1) = | az 二 1, 故 有 

(n—1)!(mO— 1)! 
(nm 一 1)! 

其 中 n,m 为 正 整 数 ,并 约定 01 二 1, 所 以 当 p,q 是 正 整 数 时 ， 

我 们 有 


r(n) = (nm—1)!, Bn, m) 一 


IT(p)T(g) 
Blp, 9) = Fp a) 


注 由 TT(n 十 1) 二 n! 得 出 Tr(s) 是 定义 在 正 整 数 集 上 的 阶 
乘机 数 开拓 到 正 实 轴 上 的 函数 , 它 是 一 个 非常 有 用 的 非 初等 图 
数 . 

3. 全 ARO PD: 


(1) B(p, 1—p)= 


pr 
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(2) T(P)T(1— p) = spr 
证 明 (1) B(p， 17) 


十 cc 1 zx! 二 rx? 
= 外 天 问 54 :=| Iii 4 


一 1]i " oo nn el 一 户 
lim| Dl 1)"zx" (x ! +r*)dzr 


0 n=0 
lj 1) (— 1)" 
方 十 2 NTs tp 
1 ~ jw _ 2p _ x 

加 方 十 2/ 人 1) p:—rn ~ sinpr' 


上 面 最 后 一 等 号 成 立 是 利用 cospz 的 Fourier 展 式 


cosp = 天方 十 D1 


(2) 利用 (1) 与 下 面 的 4 得. 
4 两 函数 联系 公式 (p>>0, g>>0): 


-PT(p)T(g) 
B(p, 9) =— T(p+aq) 


证 明 先 设 p 之 1, gq 这 1. 为 了 把 两 个 积分 掺 合 在 一 起 ,在 
rT(p++g)= | zordz 
中 我 们 令 z= (1 十 i)ju (1 之 0) ,变换 后 得 


于 # 册 一 | Ptel etOu du. 
0 


上 式 乘 以 1"! ,然后 对 上 自 0 至 十 co 积分 ,得 
to FF feo 
rT(p+g)B(p, 9) = | 中 ue ordu jd 


zcosnr |(| + |< 7), 
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oo ex 
一 pta-l pu 1 一 纪 

[ 尼 Te 上 te e dt |du 
十 ce 
| erp)du = POp) rg). 


我 们 来 验证 上 面 交换 积分 顺序 是 合理 的 . 函数 f (1, 4) = 
2 lu?te1le fx 在 :之 0，z 关 0 上 连续 , 非 负 ;积分 


和 _ TDF+g)t” 
| fl, wau = 人 


在 t 宇 0 上 连续 ;积分 
人 we u)dt = TP(p)ur le™ 
在 u 之 0 上 连续 ,又 积分 
js ore w) de |du = T(p)T(q) < 十 ce 


由 推论 知 两 积分 可 交换 顺序 ， 
设 >0, 9>0 时 ,由 已 证 结果 得 
B(p+1, 9 十 1) 一 ES 


上 式 两 端 分 别 应 用 递 推 公 式 有 ， 


冰 漠 于 郊 靖 吕 吵 册 中 十 小 


B(p, gq), 


pq 
B(p+1,9t1) = tyrati)p Tia) 


Tr(p 二 DTr(g+1) pr(p)ar(g) 
r(p++a+t2) (p+g++1)(pi+aTr(p a) 


因此 得 


TP)T(q) 
B(p, 9) = Tip 4a) 


公式 表明 : B 函数 在 其 定义 域 上 的 值 ,可 归结 为 函数 在 
其 定义 域 上 的 值 ;由 递 推 公式 ,只 要 知道 下 函数 在 (0. 1) 区 间 上 
的 值 , 即 可 确定 它 在 正 实 轴 上 的 值 ; 余 元 公式 进一步 缩小 工 的 
数 未 知 值 的 范围 ,只 要 知道 它 在 (0, 亏 ) 上 的 值 , 即 可 确定 它 在 
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利用 B( 广 , 于) 一 r，F(I) 一 1, 由 联系 公式 可 得 


"(3)= 
又 由 (去 )= ?| edz ,得 到 
六 er” dz 一 坚 


5. 两 函数 在 其 定义 域 上 连续 ,并 任意 次 可 微 . 
要 说 明 TT(p) 在 2 之 0 上 连续 ,并 有 任意 阶 连续 导数 ,只 要 
证 明 参 变 积分 
| ene)"edz (7 一 1，2，…) 


在 [8, 4] 上 一 致 收敛 (0<6<A< 十 ce), 即 在 (0， 十 ce) 上 内 闭 
一 致 收敛 ， 
当 思 6，0 委 z 委 工时 ,成 立 不 等 式 . 
[zi(Inr)"e’ |< zx! | lnz |". 
因 反 常 积 分 
Ee | Inz | "dz 人 
收敛 ,所 以 积分 
| (lnz)"evdz 
在 p 之 6 上 一 致 收敛. 
又 当 0<zp 委 4A, Xx 之 1 时 ,成 立 不 等 式 ， 


| z 六 (lnz)"e | 二 zr!e™. 
因 积 分 
十 -ce 
| Xitel € dx 
1 


收敛 ,所 以 积分 


立 消 要 苑 靖 避 孙 ”证 中 十 泪 
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在 0p 志 A 上 一 致 收敛 
结合 全 与 @ ,得 出 参 变 积分 
全 zx (lInx)"e dx 


在 6 委 2 委 4 上 一 致 收敛 . 应 用 连续 性 定理 和 积分 号 下 求 导 定 
理 , 知 T(p) 在 [6, A] 上 连续 和 任意 次 可 导 , 且 导数 连续 . 再 由 
56、A 的 任意 性 , 知 T(p) 在 (0, 十 ce) 上 连续 和 任意 次 连续 可 导 ， 

因 T(Z)>0, 通 过 联系 公式 , 即 得 B 函数 在 2 二 0,， 9g>0 上 
连续 和 任意 次 连续 可 微 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 计算 下 列 积分 : 


GD) | Vizdz. Je x (a > 0). 
G) | 2 人 | Te 
G5) | Ed. (6) | Vianzdz. 


(7) | sin’ x » cos’ zdz. 
0 


(8) | 元 芋 二 
G9) | 元 基 -一 (0) | ze dz 
2. 证 明 等 式 (加 > 一 1,，9 盖 一 1) 
| G+) -2dr = 2""B(p+1, 9+1). 
3. 计算 积分 
六 simzadz = [icomzdz. 

4. 试 证 明 
De = 工 人 


(2) i edz 一 1 
ny 0 
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5. 证 明 T(p) 在 p 之 0 上 有 唯一 正 的 最 小 值 . 
6. 证 明 lim |， Te 
7. 若 fEC([0, 1]) , 试 证 明 
g(t) =| Adz (0<a<=1) 


o| x—tl" 


一 1 


在 [0, 1] 上 连续 . 

8. 说 明 满 足 函 数 方程 f(z 十 1)= 二 xf(x) (x 之 0) 和 初 条 件 
了 (1)=1 的 解 不 唯一 ,甚至 可 以 不 连续 . 

9. 证 明 T(x) 和 1nT(x) 在 x 之 0 上 为 辆 商 数 . 
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第 十 八 章 重 积 分 


我 们 已 将 一 元 函数 微分 学 推广 到 多 元 函数 ,从 现在 起 我 们 
要 将 一 元 男 数 积分 学 推广 到 多 元 函数 . 对 一 元 函数 积分 来 说 , 积 
分 域 只 有 区 间 一 种 情形 ,而 对 多 元 函数 积分 来 说 ,积分 域 可 以 是 
平面 的 区 域 或 空间 的 立体 ,也 可 以 是 空间 的 曲线 或 曲面 等 . 因 
此 ,多 元 函数 积分 可 为 重 积 分 .曲线 积分 和 曲面 积分 等 . 


Si 重 积 分 的 定义 
1.1 求 曲 项 柱 体 的 体积 


我 们 以 二 重 积分 为 例 来 说 明 重 积分 的 概念. 
设 函数 == /(z，y) 在 有 界 区 a 
域 D 上 连续 , 非 负 , 它 的 图 形 是 一 
张 D 上 的 连续 曲面 5. 
以 区 域 D 为 底 ,以 S 为 顶 ,以 
DD 的 边界 为 准 线 ,而 母线 平行 于 = 
轴 的 柱 面 为 侧面 的 立体 称 为 “ 曲 顶 
柱 体 "( 图 18-1). 我 们 的 问题 是 求 6 
曲 顶 柱 体 的 体积 . 如 果 S 是 一 平 / 
行 于 底面 的 平面 块 , 曲 顶 柱 体 就 变 XX 
为 平 顶 柱 体 ,其 体积 等 于 底面 积 乘 | 
以 高 . 现在 S 为 一 曲面 ,无 现成 公 
式 可 用 ,怎么 克服 这 一 困难 呢 ? 回忆 求 曲 边 梯形 面积 时 , 曾 采 用 
分 割 区 间 ,局 部 以 直 代 曲 , 求 和 得 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 , 取 极 
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限 得 曲 边 梯 形 的 精确 值 的 方法 . 这 里 我 们 仍 采用 这 一 行 之 有 效 
的 方法 来 求 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

为 此 将 区 域 D 剂 分 为 n 个 小 区 域 Ac ，Ao: ，…，Aa ,记号 
Aoi(i 二 1, 2,…, 1) 同 时 也 表示 小 区 域 的 面积 ,于 是 曲 项 柱 体 V 
相应 地 被 分 成 n 个 小 曲 项 柱 体 AVi(i==1, 2, …, 7), 记 号 AV; 
与 V 同时 也 表示 其 体积 . 对 每 个 小 曲 顶 柱 体 AV, ,我 们 用 以 Ao; 
为 底 , 以 (&, 7)EAc 点 的 函数 值 f(, 妈 ) 为 高 的 小 平 项 柱 体 
的 体积 作为 AV; 的 近似 值 : 

AV; =f (€, FAG(i= 1,2,.,n). 
求 和 得 V 的 近似 值 : 


三 Z7(6， 7 DJ)Aai， 


称 其 为 剖 分 的 直径 ，d_>0 即 表示 章 分 越 来 越 细 , 取 极 限 得 曲 顶 
柱 体 的 体积 精确 值 
V = lim 和 Ad， nN) Ao.. 
这 个 极限 值 就 称 为 函数 f(z，y) 在 D 上 的 二 重 积分 , 记 作 
cz, ya 或 fz, azdy 


1.2 面积 的 定义 


我 们 已 知 多 边 形 和 圆 的 面积 ,一 般 常见 的 有 界 区 域 和 有 界 
闭 区 域 总 是 有 面积 的 ,但 存在 形状 较 怪 的 区 域 和 有 界 闭 域 没有 
通常 意义 下 的 面积 . 所 以 ,为 了 给 重 积分 一 个 确切 的 定义 ,首先 
尽 可 能 简明 扼要 地 介绍 一 些 平面 集合 面积 的 有 关内 容 ， 

设 A 是 平面 有 界 集 , 4" 与 4 表示 集合 A 的 内 部 和 闭 包 . 用 


间距 为 去 的 平行 于 zx 轴 和 y 轴 的 直线 网 ,把 平面 分 成 无 限 多 
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n 阶 网 格 和 ,每 个 网 格 是 边 长 为 记 的 闲 正方 形 ,考虑 所 有 包含 


在 A 内 的 nn 阶 网 格 和 , 记 为 Q7 ;所 有 与 A 有 交 的 n 阶 网 格 和 ， 
记 为 Qi ,显然 


QQ CR. (图 18-2) 
将 上 面 直 线 网 二 等 分 , 即 作 间距 
为 直 ; 的 平行 于 工 轴 和 y 轴 的 
直线 网 , 把 平面 分 成 无 限 多 (n 
十 1) 阶 网 格 和 ,每 个 网 格 是 边 长 
为 趟 ;的 小 闲 正方 形 ,也 就 是 把 
上 面 每 个 网 格 分 成 四 个 小 网 阁 . 
若 原 网 格 包含 在 A* 内 , 则 等 分 成 图 18-2 
的 四 个 小 网 格 皆 包含 在 A* 内 ;车 
原 网 格 与 亏 不 交 , 则 等 分 成 的 四 个 小 网 格 引 不 与 未 相交 ,所 以 
有 


| 
一 人 二 一 十 二 一 十 二 一 十 二 一 


| T+ 


{ 


[mm ey en 


| 
下 
| 


Qi CCQ, QD Qi. Q 
因 Q;7 , Q: 是 有 限 个 闭 正 方形 组 成 的 集合 ,它们 的 面积 总 是 存 
在 的 ,分 别 记 为 : 
mQ 和 mmQr. 
由 @@ 知 序列 {mQ，} 为 递增 序列 ;序列 {mQx } 为 递减 序列 . 
定义 18.1 若 
limmQ 二 limmQ’ ， @ 
则 称 集合 A 有 面积 ,并 称 上 式 公共 极限 值 为 A 的 面积 , 记 作 
mA., 集 A 也 称 Jordan 可 测 集 . 
集 A 有 无 面积 和 面积 的 值 看 似 依赖 特殊 网 格 的 取 法 ,实质 
上 与 网 格 取 法 无 关 , 只 反映 集合 4 固有 的 人 性质, 我们 不 作 进 一 
步 的 阐述 . 
称 有 限 个 边 平 行 于 坐标 轴 的 闭 矩形 之 和 集 为 简单 图 形 , 简 
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单 图 形 不 要 求 是 连通 集 . 
定理 18.1 平面 有 界 集 A 面积 存在 


的 充分 必要 条 件 是 : 任 给 s>0 ,存在 简单 
图 形 Q( 图 18-3) ,使 
dgACQ,m<e. 
证 明 证 必要 性 . 任 给 s 盖 0, 由 mA 
存在 ,总 可 找到 ,使 
18-3 


QT —mQ; = mR — Qe. 
令 Q=Q: 一 Q; ,就 有 mQ<e 和 
aA=A—ACQ—Q CQR. 
证 充分 性 . 无 妨 设 3ACQ"( 否 则 可 把 Q 中 每 个 矩形 适当 扩 
大 ,使 其 和 仍 为 简单 图 形 ,面积 不 超过 2e) , 令 
p= dist(9A, 9Q) > 0. 


当 必 一 时 ,与 94 相交 的 边 长 为 去 的 网 格 包 含 在 Q 内 ,所 以 


QQ CQ. 
于 是 有 
m(Q: — QEm < e. 
这 表明 
imQt = tin; 
即 A 的 面积 存在 ,证 毕 . 
用 同样 方法 可 证 ,有 界 集 A 的 面积 为 零 的 充 要 条 件 是 , 任 
给 s>0 ,存在 简单 图 形 Q ,使 
4CQ,mQ 二 <. 
这 样 ,定理 18. 1 可 改 述 成 如 下 形式 : 有 界 集合 A 有 面积 的 充 要 
条 件 是 边界 34 的 面积 为 零 . 
推论 18.1 设 集合 A, B 有 面积 , 则 
(1) 集合 AUB 有 面积 . 如 果 A* 门 B= 二 多, 则 
m(AUB)= mA+tmB; 
(2) 集合 A4 门 B 有 面积 ; 
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(3) 集合 A\B 有 面积 . 
证 明 (1) Vs>0, 由 定理 18. 1, 存 在 简单 图 形 , Q,,，Q&;， 
满足 : 
9A CQ, xmQ < 5;9B CQ,, mQs 一 王 . 


令 Q=Q UQ: ,显然 Q 仍 为 简单 图 形 ,满足 : 
a(4AUB)C(a4aU3aB)C(CQ UQ:)= Q， 
且 
mQ < me 十 mmQ 天 e， 
所 以 由 定理 18. 1 知 集合 AUB 面积 存在 . 
若 A 门 B==Y. 记 号 QQ ;分别 表示 包含 在 AUB， 
和 A, B 内 部 的 n 阶 网 格 和 ,容易 看 出 
(GUICG Qf Qi, = YG. 
因而 
MIQi 十 mrQa SE MA. 
记号 Qi ， Qt,， Qt; 分 别 表示 与 4AUB, A, B 闭 包 相交 的 mn 阶 
网 格 和 ,容易 得 出 
Q! C (Qt, U Qt), 
因而 
mQ+ < mQti., + mQi,,. 
由 A, B 面积 存在 ,可 得 
mA ++mB < limmQ, < limmQr 过 mA++mB, 
这 说 明 AU B 面积 存在 , 且 
m(AU B)= mA +mB. 
(2) 与 (3) 同 样 可 证 . 证 毕 . 
由 推论 18. 1 得 出 , 若 集 合 A 有 面积 , 则 A*= A 一 9A， 
五 =AUaAh 也 有 面积 ,上 且 mA 一 mA" 二 mA. 事实 上 由 
mA = mA’+maA = mA", 
mA 一 mA 十 maA = mA, 
即 得 三 者 面积 相等 . 
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推论 18. 1 不 难 推广 至 有 限 情形 : 若 有 界 集合 A,(i 一 1，2， 
… 如 面积 存在 , 则 集合 UA, 与 人 4, 面积 也 存在 , 且 m(UA,) 


< DmA,. 

推论 18.2 设 厂 为 平面 上 一 可 求 长 曲线 , 则 mT 二 0. 特别 
有 : 由 有 限 条 可 求 长 曲线 所 围 成 的 区 域 面 积存 在 . 

证 明 设 曲 线 古 的 长 度 为 /, 将 工分 成 弧 长 相等 的 n 个 弧 
段 TCk==1, 2,…, n). 作 间距 为 二 的 平行 直线 网 , 则 每 一 小 
段 I 至 多 落 在 四 个 网 格 内 ,因此 至 多 可 用 4n 个 网 格 所 组 成 的 
简单 图 形 Q 覆盖 ,是 

mQ < dnx (2) -4 
n n 

任 给 e 汪 0, 只 要 充分 大 ,就 有 mmQ<e, 由 定义 知 mI 了 二 0. 证 毕 . 

推论 18.3 设 全 是 由 y= 二 f(z) (a 二 X 信 5) 或 += f(y) 
(c 委 >y 委 L) 所 表示 的 连续 曲线 , 则 m=0. 特别 有 : 由 有 限 条 显 
函数 所 表示 的 连续 曲线 所 围 成 的 区 域 面积 存在 . 

证 明 已 知 连续 函数 定 积分 存在 ,和 定 积分 存在 的 充 要 条 
件 : Ye>0，3 了 区 间 [a, 的 分 法 A: 

a=zo TT =b. 

wh 表示 f(x) 在 [zi » x: ] 上 的 振幅 (==1， 2， 机 2) ,有 


Dwar, < &. 


取 简单 图 形 Q 即 以 [zi_1， zi ] 为 底 , 以 ww 为 高 的 个 矩形 之 
和 ,显然 


TCQ, mRQ = DArs <e. 
所 以 m=0. 证 毕 . | 
1.3” 重 积分 的 定义 


湛 有 此 世 二 十 中 


站 


定义 18.2 设 DD 为 平面 有 界 可 测 集 ,将 品 分 成 有 限 个 集 _171 | 
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Aco (i 二 1, 2,…, 1) 之 和 : D= Uac， Ao; 可 测 且 两 两 无 公共 内 
点 ; 则 称 这 种 分 法 为 D 的 一 个 着 分 或 分 法 , 记 作 
A = {Ao, Ao:, ', Ao, }. 
记号 diamAo; 表示 集合 Ao; 的 直径 , 称 数 
站 Al = max { diamAo, } 
为 分 法 A 的 直径 . 
定义 18.3 设 DD 为 平面 有 界 可 测 集 ,函数 f(r, y) 在 D 上 
定义 , 若 对 DD 的 任意 分 法 
A= {Ag, Ao:, *, Ao,)} 
和 任意 取 点 (&, 7%) EAoi(i 二 1, 2，…， n) (Ac 同时 表示 集合 
Aso; 的 面积 )，Riemann 和 的 极限 存在 : 


lim , Df, 1)Aol 二 了， 


lal— 


则 称 f(x， 多 在 D 上 可 职 ， I 称 为 1(zx, y) 在 D 上 的 二 重 积 分 ， 
记 作 


1=|/Cz, ydzdy 或 1 =f(z, y)de. © 
D 上 所 有 可 积 函 数 全 体 记 作 R(D). 


注 1. 二 重 积 分 是 上 A 一 0 时 Riemann 和 的 极限 ,而 不 
是 7 十 co 或 max {Ao;} 一 0 时 Riemann 和 的 极限 ,前 者 趋 于 - 
零 , 足 以 保证 分 法 越 来 越 细 ,每 个 可 测 集 Ac 收缩 成 -一 点 ;而 后 
者 趋 于 零 ,不 能 保证 每 个 元 素 Ao; 收缩 成 一 点 ,也 可 能 收缩 成 一 


线段 . 
2. 考虑 DD 的 两 个 方法 
Al = {Ao!, Aoi, *, Ao: }, As = {Ao!, Aos, …, Aor}. 


把 这 两 个 分 法 合 在 一 起 的 分 车 记 为 A 二 AIUA:, 它 是 由 
{A maAc (i 二 1，2,，… ,nn; J 二 1,，2, ,此 ) 中 非 空 集 元 素 组 
成 ,每 个 元 素 Ac 门 Ac 不 一 定 连通 . 所 以 在 二 重 积分 定义 中 ,我 
们 不 要 求 Ao; 是 连通 的 ,只 要 求 其 为 可 测 集 即 成 . 
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3. 重 积分 定义 中 不 要 求 f(z,，y) 有 界 .但 者 刀 是 有 界 可 测 
闭 区 域 或 有 界 可 测 区 域 , 则 函数 在 D 上 可 积 必 在 D 上 有 界 , 事 
实 上 ,如 果 函 数 f(x, y) 在 D 上 无 界 ,由 于 D 是 区 域 或 闭 区 域 ， 
所 以 一 定 存在 其 直径 外 A 下 充分 小 的 分 法 A, 使 每 一 元 素 Ac， 
0 (i=:1, 2,…, 7) ,这 样 Riemann 和 


CI 一 Dfcé, 1; ) Ao:; 

中 适当 取 点 (6&, 7), 可 以 使 = 任意 地 大 ,因此 ，| A 中 ->0 时 
Riemann 和 的 极限 不 存在 ,所 以 纱 数 可 积 一 定 有 界 . 

车 f(x, y) 之 0, 二 重 积 分 @ 的 几何 意义 表示 曲 顶 柱 体 的 体 
积 , 对 一 般 的 可 积 函 数 F(z，y) , 重 积分 四 可 以 看 成 是 xy 平面 
上 .下 曲 顶 柱 体 体积 的 代数 和 . 

若 V 是 三 维 空间 中 的 有 界 可 测 集 ( 即 有 体积 ),， f(x，y, z) 
在 V 上 定义 ,类 似 可 定义 f(z, y, z) 在 V 上 的 三 重 积分 , 记 为 
re, y, z)dV 或 jjif(zx, y, z)drdydz. 


V 


车 f(z,y, z) 表 示 立 体 V 的 密度 , 则 三 重 积分 即 为 立体 的 质 
量 . 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 设 A, B 为 可 测 集 , 则 A\B 可 测 . 

2. 设 A, B 可 测 , 则 m(AUB) 十 m(A11B)= 二 mA 十 mB. 


$2 重 积分 的 存在 性 及 其 性质 


2.1 函数 可 积 的 充分 必要 条 件 


设 刀 是 平面 有 界 可 测 集 ，/AF(z,y) 在 上 有 界 ，M，zz 分 
别 表示 f(z, y) 在 D 上 的 上 、 下 确 界 , 称 0 二 M 一 m 为 函数 在 D 
上 的 振幅 . 设 D 有 一 分 法 
A = {Ao, Aoz, '*, Ao,)}, 


让 


湛 县 姓 过 十 游 


冰 
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M= sup {f(x, yi 一 inf {f(x, y)}. 
(x, y)E Aci (Ir, YE Aci 


定义 18.4 f(x, y) 关 于 分 法 A= {Aol ，Aa ，…，Aa, } 的 
大 和 为 


S(f, A) = DMas. 
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小 和 为 
s(f, A) = Dmao. 
记号 Ac 同时 也 表示 集合 Ac 的 面积 (i=1, 2, …，, 1). 
我 们 称 分 法 A” = 二 {Aci , Ac; ，…，Ao/ ) 是 分 法 A= {Aoi， 


Aos ,…，Ao, } 的 细 分 ,车 对 任 一 Ac (1 雪 ; 委 四) ,存在 Ao (1 坊 ) 
委 ”) ,使 
Ac C Ag,. 
显然 由 两 个 分 法 Al ，As 所 合成 的 分 法 A' 二 A1UAs 既是 Ai 的 
细 分 ,又 是 As 的 细 分 . 
引 理 18.1 (1) 对 也 的 任 一 分 法 A= {A ,Aas ,…,Ac ) ， 
有 


S$(f, A) 一 .sup 276 了)Aoii 
oinf 2 fCE, 1; ) Ao;. 

(2) 若 分 法 A' 是 A 的 细 分 , 则 

S(f, A) S(f, A); s(f, A) < s(f, A'). 
(3) 对 DD 的 任意 两 个 分 法 Al 与 A; ,有 
s(f, A)E SCO, As). 
引 理 的 证 明 与 定 积分 中 相应 引 理 的 证 明 几 乎 完全 一 样 ,我 
们 将 略 去 其 证 明 . 

由 引 理 18. 1 的 (3) ,固定 分 法 Al ,考虑 所 有 可 能 的 了 的 分 

174 ”法 As, 得 


(fA) 
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sf A inf (SC, A))= 1°. 
称 三 为 F(z,y) 在 D 上 的 上 积分 , 记 作 : 
Tr" = f(z, ydrdy 


再 让 A; 取 遍 所 有 可 能 的 DD 的 分 法 ,得 
sup{s(, A1)}=1, 人 1". 


称 I 为 f(x, y) 在 D 上 的 下 积分 , 记 作 : 
1. = |re， y)dzdy 


对 上 、 下 积分 有 下 面 的 Darboux 定理 . 
定理 18.2 设 DD 是 有 界 可 测 集 ,， f(z, y) 在 D 上 有 界 , 则 
lim Sf, A)=1" ;| lim s(f, A) = I,. 
证 明 ”我 们 只 证 第 一 式 . Ye 之 0, 由 上 积分 定义 ,存在 一 分 
法 A = {Ao? ,Ac ,，…，AoN ) ,使 得 


记过 SCF ADT 十 忆 . 
因 集合 = Ua(Ao ) 的 面积 为 零 ,所 [3 
以 存在 简单 图 形 Q, 使 1 
0o [3 
PCQ'， nmQ< 交 ， 
其 中 0 为 AF(z，y) 在 D 上 的 振幅 (图 & 


18-4). 令 
6 = dist(T', 9Q) > 0. 

对 于 品 的 任 一 分 法 A= {Ac ,Acs，…，Ao,}) ,满足 A 上 <5 

把 A 的 元 素 分 成 两 类 : 整个 元 素 Ao; 包含 在 某 一 Ao; (1 所; 

过 N) 内 的 归 入 第 一 类 ;其 余 元 素 归 入 第 二 类 ,第 二 类 元 素 Ac 

必 与 Ar* 和 Aor (1 天 丰 ) 相 交 , 又 可 将 其 分 为 两 种 情形 ; Ao; 或 

与 下 相交 ;或 与 下 不 交 , 这 时 Ac 的 一 部 分 在 Ac 内 ,一 部 分 在 

Ac 内 . 但 不 管 那 一 种 情形 ,第 二 类 元 素 Ac, 包含 在 Q 内 . | 


光 让 轨 贡 二 十 小 
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记 A' 二 AUA" ,分 法 A 的 第 一 类 元 素 Ac 也 是 分 法 A 的 元 
素 , 所 以 
0<<S(f, A)—I* = 5S(f, A)—S(f, A)+S(f, AD) 一 天 
< mQ+SCf, A )—1’ 


- E € 
<x< 人 2 5 十 元 一 人 


即 
is， A) 一 厂 :证 毕 
定理 18.3 设 DD 为 有 界 可 测 集 ， f(x, y) 在 D 上 有 界 , 则 
下 列 命题 等 价 ; 
(1) f(z, y) 在 D 上 可 积 ; 
(2) lim LSC, A)—s(f, A)] = lm ,Do 一 0. 


让 4A | -> 1 Al 一 
其 中 w; 表示 f(x, y) 在 Ac 上 的 振幅 ; 
(3) Vse>0， 卫 也 的 一 个 分 法 A, 使 
S(f, A) 一 5( FA) < si 
(4) I* =1.,. 
证 明 (1) 二 (2). Ye>>0, 由 (1), 36>>0, 当 A < 时 ， 
有 
I—e< OD f(s, yp)Aa <T 十 < 
再 由 引 理 18. 1 中 (1) ,得 
I—e<s(f, A)S(f, A) 系 了 十 e， 
故 (2) 成 立 . 
(2) 二 (3). 显然 . 
(3) 二 (4). 由 
0O<I—I, <S(f,A)—s(f, A)<e, 
即 可 看 出 (4) 成 立 . 
(4) 二 (1). 记 1=1* 二 1, ,根据 定理 18.2, 对 下 式 


s(f, A) 三 De, 1; ) Ao; < S(f, A) 
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令 外 Al 一 0 取 极 限 , 即 得 
m DfCE, 办 )Ao; 二 IJ， 证 毕 


I i ”0 fi 


为 了 重 积 分 换 元 的 需要 ,我 们 再 给 出 函数 可 积 的 一 个 充 要 
条 件 . 

推论 18.4 设 DD 为 有 界 可 测 集 ,， f(x, y) 在 D 上 有 界 . 
则 A(z, y) 在 D 上 可 积 的 充 要 条 件 为 : 对 DD 的 一 类 特殊 分 法 
A= {Aol ，Aas ，…，Aa ，Aa sl ，…， Ac ) ， 其 中 Aal ，…， 
Ao, 的 闭 包 是 含 于 D° 内 的 可 测 集 ( 称 分 法 的 内 部 元 素 )，Ao,+i， 

，Ao+x 的 闭 包 与 边界 3 相交 ( 称 分 法 的 边界 元 素 ) ,及 任意 
取 点 (6, 7)EAc(=1,， 2，…，7m) 极 限 


治 几 攻 二 十 音 


lim Bre, 7.)Ao; = I 


Ial—0 
存在 .这 时 了 = ||f(z, y)dzdy. 


证 明 证 必要 性 . 由 f(x, y) 在 D 上 可 积 ,对 任意 取 点 
(6 ， 17D)EAc( 一 1， 2，…， 7 十 访 ) ， 有 


lim ,Se, n)Ao 一 工 


lal— 


因 9D 的 面积 为 零 ,所 以 
> Acoi 一 0， 


2 


又 因 f(x, y) 有 界 , 故 有 
$j, 17)Aci = 0. 


i i 
于 是 我 们 得 到 
i Ds, %)Ao; = I. 


证 充分 性 . 由 必要 性 证 明 可 以 看 出 ,推论 18. 4 中 极限 存在 
等 价 于 177 | 
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i mm 37, 7)A0 = 1 


Vs>0，3 了 6>0, 对 一 奖 特 殊 分 法 A， 当 上 A 过 8 时 ,有 
[一 se 二 $ re， 7 )Aa < 了 十 e. 
由 引 理 18. 1 的 (1) 得 
TI 一 se 委 SA, A) 委 了 Te， 
了 一 s 委 了 (FA) 委 了 十 e. 
因此 ,存在 分 法 A, 使 
S(f, A)—s(f, A) < 2e. 
根据 定理 18. 3 的 (3), 知 f(x, y) 在 D 上 可 积 .证 毕 
注 此 推论 说 明 ,在 重 积 分 定义 中 , 取 点 (各 ,六 的 任意 性 
是 本 质 的 ,而 分 法 的 任意 性 不 是 本 质 的 ,如 我 们 可 以 只 考虑 用 平 
行 直 线 网 分 割 D. 又 重 积 分 是 Riemann 和 的 极限 ,这 个 Rie- 
mann 和 可 以 只 对 分 法 的 内 部 元 素 求 和 ,边界 元 素 可 以 略 去 不 
计 , 而 内 部 元 素 是 些小 正方 形 或 小 矩形 ,这 对 处 理 问 题 带 来 很 大 
方便 . 


2.2 可 积 函 数 类 

定理 18.4 设 刀 是 有 界 可 测 闭 集 ，ECD, 且 五 的 面积 为 
零 ，f(x, y) 在 D 上 有 界 ,在 DAE 上 连续 , 则 f(x, yy) 在 D 上 可 
积 . 特别 E= 名 ,得 f(x, y) 在 D 上 连续 , 则 f(z, y) 在 D 上 可 


积 . 
证 明 Ye>>0, 因 集合 EE 的 面积 为 零 , 故 存在 简单 图 形 Q， 


使 


其 中 M= ,sur， 2)|， 
又 D\Q" 为 有 界 闭 集 ， f(x, y) 在 DAQ" 上 一 致 连续 ,所 以 存 
L178 在 D\Q" 的 一 个 分 法 {Aos,…, Aos,}), 使 f(x, yy) 在 Ao; 上 的 振 
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€ 
幅 w;<3 。 mD (1=2,， 3， 机 n). 令 
Aol 一 D 门 Q， 
这 样 我 们 得 一 分 法 A={Aol ，Aa ，…，Aa, }) ,有 


S(f, A)—s(f, A) = Dune 


E 对 
<2M. mQ+ FD 2 


<F+ 了 = 
由 定理 18.3 的 (3), 知 f(x, y) 在 D 上 可 积 .证 毕 . 
定理 18.5 设 D 是 有 界 可 测 闭 集 ，f(x, y) 在 DD 上 可 
积 , 且 m 委 /< M. 9g 在 [m, M] 上 连续 , 则 复合 昭 数 h(x，y) 
二 pg(f(z, y)) 在 D 上 可 积 . 
证 明 Ve>0, 由 9 在 [m,，M] 上 一 臻 连续, 306>0, 当 5，:t 
E[m, M], 且 |s 一 t| 过 6 时 ,有 
| 9(s) 一 PFC) |<e. 
f 在 DD 上 可 积 , 所 以 存在 DD 的 分 法 A= {Aoi,Aos,*… ,Ag,})， 
使 得 
S(f, A)—s(f, A) = >) (MI 一 mi)Ao <, 


其 中 M;, m: 为 f 在 Ao; 上 的 上 、 下 确 界 . 记 M7 , m; 为 h 在 
Ac 上 的 上 、 下 确 界 (i==1, 2,…, n). 对 指标 i 分 成 两 类 : 
A= {iIM—m<6), B= {iM—nm:0). 


由 于 
AM = sup 9(f(x, y)) < sup 9(t) = p(s;), 
(r, VE Aci m; < M, 
m* = inf 9g(f(z, yy)) inf 9(t) = 9(t), 
(xr, YE Ar, mM, 


其 中 5; ,tfm;， Af 1(i=1, 2, …, 7). 
当 iEA 时 ， 1s 一 ti | 志 M; 一 m; 过 6, 故 有 
Mi —m < os)— p(t)< es 


骂 ” 吉 二 于波 


漠 


六 
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当 ;iG 忆 时 ，M; —m’? <2K, K= sup, 1?(2)| ,又 
3 Ao < 2 CM 一 mAo 二 斌 ,推出 24 Ac 一 < 
i€EB i 
因而 得 


S(h, A)—s(h, A) = >) Mr 一 mr )Ac 
i=] 


= > (Mi — mr )Ao, 
iEA 
十 >») (M? — m’? )Aai 
i€EB 
emD+2Ke=(mD+2K )e 
这 说 明 有 在 D 上 可 积 .证 毕 
2.3 可 积 函 数 的 性 质 


定理 18.6 设 DD 是 有 界 可 测 集 , f(x, y), g(7, y) 在 了 D 
上 可 积 、. 有 界 , 则 有 下 列 性 质 : 
(1) f 土 g 在 D 上 可 积 , 且 


[xc y+ aCz, 1do = f(z, yao + alr, yao 
(2) &f 在 D 上 可 积 (6 为 常数 ), 香 
res yao = # f(z, de 
(3) 若 在 D 上 有 f(z <glz, >), 则 
re Wee ele, seo 
(4) /在 D 上 可 积 ,有 
Ne, mac 


(5) fg 在 D 上 可 积 ; 
(6) 若 吕 是 闭 区 域 , f 在 D 上 连续 , 则 存在 点 ($, 7)ED,， 
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由 er de = As WD mpD; 

(7) 设 DD 是 由 无 公共 内 点 的 可 测 子 集 D, ，D, 组 成 , 即 
D=-DUD,， DamD2s 一 他 /在 D 上 有 界 . 则 了 在 D 上 可 积 
的 充 要 条 件 是 了 在 D!, D; 上 可 积 , 且 

Nez, yao = Cx, yaot | flr, wan 


证 明 我们 只 证 明 (7). 设 了 在 Di;, D: 上 可 积 ,由 定理 
18.3 的 (3) ,对 D, 可 以 找到 分 法 A 二 {Adl， Ag; ,…，Ao,}), 使 


Dan < 
其 中 四 为 f 在 Agi(i=1, 2,…, p) 上 的 振幅 ,对 Ds 可 以 找到 
分 法 Az 二 {Ag? ，AG2 ,，… ,A ), 使 

nt 


其 中 心 为 了 在 Ac( 一 1，2, …，9) 上 的 振幅 . 
这 样 ,我 们 得 到 D 上 的 一 人 
A = {Ag, …, Ao,, A , .…, A }, 
相应 地 大 和 与 小 和 的 差 为 : 


p gq 
S(f, A)—s(f, A) < DA + DA < 
i=l i 一 1 


再 由 定理 18. 3 的 (3) , 知 函 数 f 在 D 上 可 积 . 
反之 , 若 /在 D 上 可 积 ，Ys>0, 总 可 找到 分 法 
A= {Ao, Aos, '…, Ao,}, 


使 
> wao = 
其 中 必 为 了 在 Ac 上 的 振幅 (; 王 1，2，… ，7)， 
令 Aol 二 Di 门 Aoi (i 二 1,，2,，…, 7), 即 得 Di 的 一 个 分 法 


洪 服 霹 二 十 潍 


人 二 {Ad ,Ad ，…，Ao } ( 若 Aci 为 空 集 , 则 删 去 该 元 素 ). 有  _181| 
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Doan 过 3 <e, 
故 /在 D: 上 可 积 . 同 理 可 证 f 在 D, 上 可 积 . 
要 证 积分 等 式 成 立 , 只 要 在 Di ，D: 上 作 f 的 Riemann 和 ， 
两 者 相 加 即 为 f 在 D 上 的 Riemann 和 , 令 A 一 0,，Riemann 
和 趋 于 相应 的 积分 , 即 得 


je, yar = ||/(z, y)do+| ye， y)do， 证 毕 . 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 
1. 利用 定理 18. 5 证 明定 理 18.6 的 (4) 与 (5). (提示 : 注意 


4fg=(f+g):—(f—g)’) 

2. 设 口 为 有 界 可 测 集 , f 在 D 上 可 积 , 且 M> / 户 m>0， 
证 明 地 在 D 上 可 积 .又 g 在 D 上 有 界 .可 积 ,证 明 max(/, &) 
和 min(/, g) 在 D 上 可 积 . 

3. 设 f(x, y) 在 有 界 可 测 区 域 D 上 连续 、 非 负 , 且 不 恒 为 


0, 证 明 |f(z, y)do >>0. 


8§3 化 重 积 分 为 累 次 积分 
3.1 化 二 重 积分 为 累 次 积分 的 公式 


先 讨论 矩形 域 上 重 积分 计算 ,然后 推出 一 般 区 域 上 重 积分 
计算 

定理 18.7 设 f(x, y) 在 年 形 域 D 一 [a, 6]Xx[c, dj 上 可 
积 ,对 每 个 =E [a, 6], 单 积分 1(z) 一 | f(x, y)dy 存在 , 则 村 


次 积分 | dz| f(z, >)dy 也 存在 , 且 
Nez, ardy = | dz rc may 0 
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证 明 定理 要 证 I(xz) 在 [a, 5] 上 可 积 , 且 积分 值 等 于 二 重 
积分 . 为 此 ,对 区 间 [a, 6], [c, qd] 分 别 作 分 法 : 
2 一 IT<z<… 和 < 一 0， 
本 “<yn=d. 
按 这 些 分 点 作 直 线 把 品 分 割 成 nm 个 小 矩形 Am == [x;-;，Xi] 
Xfoy yy]G=1, 2 ,nj 二 1, 2,…, m), 它 们 构成 DD 的 
一 个 分 法 A. 任 取 有 SE [rz] (i=1, 2, ,17),WELyY1, 
yj] (=1,，2,，…, m) ,显然 (6 ,%)EAoj(i=1, 2, …, nn; 
j= 二], 2,…, m). 由 二 重 积分 存在 ,得 
Hin, D Dé, mamas, = 由 drdy, 
其 中 Axi 二 zi 一 zi1(i==1, 2, ,71), Ayj 二 yj 一 yj-1(j 二 1, 2， 
1) 
令 人 一 maxAzi， % = max Ay;, 则 | Al 一 0 当 且 仅 当 


li 


AI 一 0,4z 一 0. 又 由 单 积分 存在 ,得 
a ”rd 
lim 2) Df , 1)AYAT: = > | f(€, ydyAx; 
2™0 j=1 j=i iv 


= 2 re)ar' 
根据 全 面 极限 与 累 次 极限 定理 ,可 得 
lm DCE Az = Nf, y)dzdy， 
即 | 
[72)az = [az f(z, 3)dy = y)dzrdy， 证 毕 . 
若 定理 中 | f(z, y)dy 存在 改 为 对 每 个 yE [c,d], 1(3) 
一 让/(z, y)dz 存在 , 则 有 
lu ydrdy = | dy| f(z, y)dz. @ 


下 司 赂 二 十 啤 


水 


183 


江 县 账 二 十 避 


六 


184 


国 叮 。 数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


特别 地 , 若 /(z，y) 在 矩形 域 D 上 连续 , 则 重 积分 和 单 积分 都 丰 
在 ,因此 有 
je yardy = [dz re 3)dy = | dy] rear 


D 


注 ”定理 中 单 积分 的 存在 性 ,不 能 从 重 积分 的 存在 性 推出 . 
例如 考虑 D 二 (0, 1)X(0, 1) 上 的 函数 


， 当 二 方 (”， 尹 互 素 )，? 为 无 理 数 ， 
(rz，y) = 


避 寺 一 从 | 一 


， 当 ?一 六 (5，9 互 素 )，Z 为 无 理 数 ， 


0,， 当 xz, y 同 为 有 理 数 或 无 理 数 . 
先 说 明 f(z, y) 在 DD 上 可 积 . Vs>>0, 国 数 f(z, y) 只 在 有 限 条 
直线 段 上 的 值 大 于 s. 记 此 有 限 条 线段 集合 为 王 , 则 mE 二 0, 所 
以 存在 简单 图 形 Q ,满足 
ECQ, mR<e. 

取 Ao =DNQ, Ao 二 DD\Q, 得 D 的 一 个 分 法 A= {A ，Ao: } ， 
消 数 在 A 上 的 振幅 由 魏 ]1 ,在 Acaz 上 的 振幅 wo 委 s, 于 是 有 

S(f, A)—s(f, A) = 2 who 1l.et+e.1 == 2e. 
根据 定理 18. 3 的 (3), 知 f(zx, y) 在 D 上 可 积 ,但 对 固定 的 
> 一 本 E (0，1) ,一 元 函数 

fo， 当 z 为 有 理 数 ， 中 p07) 

ee am 
在 (0, 1) 上 不 可 积 , 

对 一 般 区 域 上 求 函 数 的 重 积 分 
可 化 为 矩形 域 来 处 理 . 

定理 18.8 设 万 为 图 18-5 中 区 


域 ,好 D= i(zx, y)lazrb, 9 (7) 
过 ygy (7)| ,其 中 1 (x)， qz (x) 在 图 18-5 


SH 
Sr 一 一 一 一 一 一 
| 
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[a, 5] 上 连续 (显然 D 为 一 可 调集 ). 设 A(z, y) 在 D 上 可 积 ,对 
每 一 zE [a, 56], 单 积分 


Fo (I) 
I(z) = | flz, y)dy 
p(x) 
存在 , 则 
P(t) 
ez, yardy = [dz | flr, ydy. 
b pL (x) 
证 明 令 


5 一 inf 1(z), 4d = sup pz (x), 

则 也 包含 在 矩形 R=[a, 6]X[c, 4] 内 ,在 R 上 定义 函数 
, _ fflzx, y), (x, y) ED, 

f(r, 9) = 情 (x, ») E R\D. 


由 定理 18.6 的 (7), 知 f" (zx, y) 在 R 上 可 积 , 且 
| azdy = 由 ee ydrdy 


对 每 一 zxE[a, pb] 
站 ea 一 站 Aero)dy 
存在 ,根据 定理 18. 7 ,得 
人 es wardy = | az 广 (ay， 
即 得 
b Po Cx) 
Nc, ardy = rr, y)dy 证 


类 似 地 , 若 DD 由 图 18-6 所 示 , 即 D= 1(z，y)|c 委 > 委 4， 
页 (y) 委 > 扫 央 (外 ,其 中 由 (>)， 央 (7) 在 [ec,， 4] 上 连续 ,f(x， 
y) 在 D 上 可 积 ,对 每 个 y€E[c, dj] 
®% p(x, y)dz 


(7) 


存在 , 则 
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Nc, wardy = ay fx, wd. 


小 


漠 叔 几 二 十 各 
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对 更 一 般 的 区 域 了 ,我 们 可 用 平行 于 y 轴 的 线段 ,把 DD 分 
成 若干 个 图 18-5 中 区 域 ;或 用 平行 于 z 轴 的 线段 ,把 DD 分 割 成 
若干 个 图 18-6 中 的 区 域 . 求 D 上 重 积 分 也 就 归结 为 求 图 18-5 
或 图 18-6 中 区 域 上 的 重 积 分 . 
3.2 公式 的 应 用 

有 了 上 述 二 重 积 分 化 累 次 积分 公式 ,二 重 积分 计算 问题 化 
为 求 两 次 定 积 分 . 

例 1 设 DD 是 由 直线 y=0, z=1 和 yx 围 成 ,计算 

I =||v 422 一 办 dzdy. 


解 ” 画 出 区 域 DD, 由 图 18-7(1) 看 出 


(1) (2) 
186 18-7 
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D= {(zx, y) [0<7r<1l,0<ySr), 
所 以 
1 和 
r=| dz| V4r—y dy 
0 [0 
1 一 工 
= | | 学 v4 六 十 2rarcsin 这 | dz 
0 2 2 y—0 


-| (s+§)*e 3+) 


由 图 18-8(2) 看 出 , D= zy)10 委 > 委 1，y> 委 z 委 1 ,所 以 
了 一 | oo V4zZ2 一 罗 dz 
0 y 
1 2 z=] 
一 NE —y 一 苇 In(2r +VIz —y ) | _ dy 
1 2 
He tm 


+In(24V3)y ]dy 
为 求 工 还 得 作 复杂 的 计算 . 由 此 例 看 出 , 累 次 积分 顺序 不 同 , 计 
算 的 难 易 与 复杂 程度 可 以 有 很 大 差别 ,所 以 求 重 积 分 时 ,要 注意 
选择 一 较 好 的 积分 顺序 ,并 根据 区 域 图 形 正确 写 出 积分 限 . 

例 2 设 D 由 x 十 y= 二 4 和 y= 
一 十 1, y 二 x* 一 1 (zl 委 1) 所 围 
成 的 区 域 ,计算 二 重 积 分 

I = 站 十 六)dzdy. 
解 ” 画 出 DD 的 图 形 ( 图 18-8). 


因 DD 关 于 x 轴 对 称 , 被 积 函 数 y 关 
于 是 奇 函 数 ,所 以 


yaray 一 0. 


又 因 D 关 于 x 轴 和 y 轴 对 称 , 被 积 函数 x? 关于 工 和 y 都 是 偶 
函数 ,所 以 
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I = zraray 二 4 | :drdy, 
D Dl 


其 中 Di 是 在 第 一 象限 的 子 区 域 : 


Di = {(zx, y) | (zx, y) €E D, x+ 之 0,y 之 0|. 
用 线段 AB 把 D, 分 成 两 个 如 图 18-5 中 的 区 域 , 则 有 
1 AM 一 三 2 Var 
T= 4 | drdy 一 4| dz| ， zdy+4| dz| zxidy 
0 一 并 1 0 
D) 
2 Vx 1 x 
一 4| dz| Z2zdy 一 4| dz| dy 
0 0 0 0 
2 1 
一 4| ziVizdr—4| zx:(l1—zx)dz 
D 0 
一 64| sinzeos 吵 一半 
0 15 
3 3\ 8 8 
=32B( 记 ， > ) 15™ A" 15° 


例 3 设 马 是 由 y=x 和 yy 一 x 围 成 的 区 域 , 求 
I -| dzay. 


解 ” 画 出 区 域 DD 的 图 形 , D 可 表示 为 : 


D= {x,y)|0&re1l,7 yrt|, 
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所 以 


. 1 2 
I = | zadrdy | dz| ， sinzdy 
) 工 o J2 Xx 


1 ， 
=| SX zr)dr 
0 六 


一 ja — zx)sinrdzr = 1— sinl. 
注 DD 也 可 表示 为 
D= |{(zx,y) |0<y<1,ySrEVyl, 
这 时 
1 = erey = 4s], a, 

内 层 积分 由 于 无 初等 原 消 数 , 故 无 法 计算 . 此 例 说 明正 确 选 择 累 
次 积分 顺序 ,关系 到 能 不 能 求 出 积分 值 . 

例 4 设 p(z) 在 [a, 6] 上 可 积 ,有 目 p(x) 之 0, 阴 数 F(z)、 
g(X) 在 [a, 5] 上 单调 递增 ,证 明 : 


pCa) fl)dr: | p(x)a(z)dr 


< | oz)dz .| p(z)7Gz)g(z)dr. 
证 明 “我们 利用 和 矩形 D=[a, 5]X [a, 6] 上 的 重 积分 来 证 
差 式 
A= | pz)7(z)g(z)dr .| 2(z)dz 
~ {plz)f(z)dz: | plr)g(r)dr > 0. 
注意 到 [<, 6] 上 一 元 可 积 函数 可 视 作 D 上 二 元 可 积 函数 ,于 是 
有 
A= | p(z)7(z)sg(zjdz | p(y)dy 


~ [p(n) flr)dz: [p(y)a(y)dy 
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= eczaly)7(z)[e(z) 一 se(y)]drdy 


由 .z+, y 的 对 称 性 ,同样 可 得 


A= ecz)p(y)7Cy)[e(y) 一 seCz)]dzdy 


将 上 两 式 相 加 再 除 2, 得 


A= dpc)p TF) f(y) [g(r) ~ gly) ldzdy. 


因为 /(z), g(x) 在 [a, 5] 上 单调 递增 , 故 上 式 两 个 方 括号 同 
号 , 即 上 式 被 积 函 数 在 了 上 到 非 负 值 ,因而 有 A 之 0. 


思考 练习 解答 下 列 问题 ， 
1. D={(z, 3)10SrS1,，0SyS1|, 求 下 列 积分 : 


ls drdy ; ll ea ， 


Ga 。 
2. 了 同上 , 求 此 "ddy 


3. 计算 下 列 一 重 积分 . 
(1) 吃 是 由 x! 十 y 信 1 与 y 之 |z| 所 示 的 区 域 , 求 


jx 1— ydrdy; 
D 


(2) DD 是 由 y* 一 2px (p>>0) 与 x= 备 所 围 区 域 , 求 
人 "dzdy (m > 0, "为 正 整数 ); 


(3) D= {(z, y)|0&zrEy, 0RyS2+7I, XE2) , 求 


eyazdy; 
D 


(4) 吕 是 由 y==V1 一 x 与 y=0 所 围 成 , 求 
J 十 3xy’)dzxdy; 
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(5) 吕 是 由 y==e*,y 二 1, x 二 0 与 x 二 1 所 围 成 , 求 
zt ydrdys 
D 


(6) 站 是 由 (1, 1), (2, 3), (3, 1) 和 (4, 3) 为 顶点 的 四 边 


[zt ydzrdy: 第 
? 太 
(7) 吕 是 由 y= 二 zx*, y= 二 4zx 和 y= 二 4 所 围 成 , 求 ||sinrdzdy. 章 
D 重 
4. 在 下 列 积分 中 改变 积分 顺序 
far fdy (2) | dz| faz; 人 
opel fpr 
5， 计 算 下 列 积分 : 
1 1 到 三 sinx 
oR 


(3) | ao| edz. 

6. 求 下 列 立体 V 的 体积 

(1) VV 是 由 曲面 z=xzy 和 zz 一 0, x 十 y= 二 1 平面 围 成 ; 

(2)V 是 由 曲面 > 一 zy 和 平面 x 十 y 十 z 二 1 与 x 二 0 所 围 
成 ; 

(3) 交 是 由 柱 面 光 十 对 二 1 和 平面 |z 十 y| 王 1 与 1x 一 y| 
一 1 所 围 成 . 

7. 设 F(z)，g(z) 在 [ac, 6] 上 可 积 ,利用 重 积分 证 明 : 

(| fo)elr)dr) 二 | f(r)dz: | grr)dz. 

8. 例 4 中 若 g(x) 在 [a, 6] 上 单调 递减 ,其 余 条 件 不 变 . 证 

明 : 


| pC) f(z)de : [pCz)g Cz)de 191 | 
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涧 三 攻 二 十 中 


> | 2(z)dz :| pe(z)7(z)g(z)dz 
9. 设 f(z, 3) 在 十 全 R* 上 可 积 , 0<h<R, 令 
FéD= | fr, drdy. 
证 明 : F(&, 用 在 8 下 7 CR 人 :上 连续 
3.3 化 三 重 积分 为 累 次 积分 


类 似 于 二 重 积分 化 累 次 积分 ,我们 可 以 证 明 三 重 积分 化 累 
次 积分 公式 ,下面 只 叙述 结果 . 
设 空间 区 域 V 如 图 18-10 所 示 : 
= | (zy，z) | (x, y) ED oz y) SE p(x, y)), 


图 18-10 


其 中 吕 是 V 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 , g(x, y), z(x,y) 在 
DD 上 连续 . 若 DD 是 平面 可 测 集 , 则 VV 是 空间 可 测 集 , 设 f(z，y， 
z) 在 V 上 可 积 , 对 每 一 点 (zx, y)€ED, f(z, y, z) 作 为 xz 的 函数 
在 [p(x, y), p(X y)] 上 可 积 , 则 


2 (XY) 
ee, ys =)dzdydz = [dzdy|™ ,A (7, yy，Y)dz。 
V b > 


若 空 间 可 测 区 域 V 如 图 18-11 所 示 : 
V= | (zy z)|1c 委 z 委 dz y) € D(z)), 


2 其 中 D(z) 为 平面 z==z 与 V 的 交集 , 且 为 平面 可 测 区 域 . 设 
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jz，y，z) 在 V 上 可 积 ,对 每 一 =E[c, gj，Fz，y，z) 作 为 工 ， 
> 的 函数 在 D(z) 上 可 积 , 则 


由 re y，z)dzdydzx = [ dz re yy，z)dzdy. 


图 18-11 


我 们 只 给 出 对 = 求 定 积分 ,对 z, y 求 重 积分 的 公式 . 司 样 
也 有 对 x(y) 求 定 积分 ,对 y, z(z, zx) 求 二 重 积 分 的 公式 . 

例 1 设 V 是 由 平面 x 二 0, y 二 0, z 二 0 和 Zz 十 y 十 z= 二 1 所 
围 成 的 区 域 , 求 


了 一 = dzxdydz. 


解 ” 画 出 V 和 其 在 Oxy 平面 上 投影 区 域 D: 
由 图 18-12 看 出 
D= {(zx, y)|10<zrz<1,0<y<1l— rz), 
V= zy 2)| (x, y)€E D,0<z<1— zr— yl. 


(2) 


江 用 局 二 二 避 
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所 以 
ly 
了 一 | dzdy| zidz 一 中 本 [i ?drdy 
0 
pb pb 


一 1 -zr— ydrdy 
D 
1 1 1 一 工 
一 | dz| (1 一 工 一 y)dy 
3 0 0 


1 yl 
一 二 |.0 Z) dr = 了: 


又 解 ”用 z=z 平 面 去 截 区 域 V, 得 一 三 角形 域 D(z) (图 


18-13): 
D(z) = {(z, y) 10<zr1l—z, 0<yE1l— 7r— zl. 
了 
Zz 


1-— 


0 1l-z X 


图 18-13 


dz 中 dzdy = | zi dz J dzdy 


D(z) 


所 以 


-| 
=|*- ‘F(z) dz = 5B(3, 3) 
2 


例 2 计算 三 重 积分 
了 一 je 十 y 十 z)*dxrdydz， 


其 中 V: 三 十 站 十 <l. 


数学 分 析 (第 三 册 ) 
解 T= er 十 yy 十 必 十 27y 十 2yz 十 2zr)drdvdz ， 
Vv 


注意 到 区 域 V 关于 z=0 平面 对 称 ,被 积 函 数 2zy 关于 r 是 奇 
函数 ,所 以 


由 zardydz = 0. 
V 
同 理 有 
zedzaydz 一 Nasrazdyds 一 0. 
Vv Vv 
于 是 
了 一 | 十 y 十 x?)dxdydz 


V 
一 全 dzdydz 十 用 dzdydz 十 =: dzdydz 
V V VvV 


二 了 十 1 十 J. 
根据 变量 轮换 的 对 称 性 ,我们 只 需 计 算 五 . 
画 出 V 的 图 形 , 它 是 一 椭 球 (图 18-14). 用 > 一 > 平面 去 截 
此 椭 球 ,得 一 平面 区 域 D(z) , 它 为 一 椭圆 : 


mn 
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消 山 ”志和 二 十 潍 


3 


D(x) 的 面积 为 rob 人 (1 一 把) V 在 x 轴 上 的 投影 区 间 为 [一 <， 


cj] ,所 以 
一 I 2dzdydz 一 dz 上 zzdzdy 
D(z) 
同 理 可 得 
4 3 4 3 
I = rtca ， 了 一 语 rczb 。 
最 后 得 


了 一 全 rabc (a’ 十 十 c?). 


从 前 两 例 看 出 , 若 被 积 函数 不 出 现 某 个 变量 , 则 先 对 该 变量 
积分 比较 有 利 . 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1. 改变 下 列 累 次 积分 的 顺序 (只 写 出 dz 与 dz 互 换 的 顺 
序 ): 


(1) | dz| dy fdz ; 


(2) | da 站” fdz ; 
G) | dz| -人 fdz ; 


of 
2. 计算 下 列 三 重 积分 ; 


(1) ty ta)drdydz, V 是 由 曲面 2z 二 十 六 与 x 


了 
十 yy 十 z* 二 3 所 围 成 的 区 域 ; 
(2) J :wdxdydz, V 是 由 曲面 z= 二 xy, y 王 ,ZX 王 1， 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) mm 


= 一 0 所 围 成 ; 


(3) 由 二 ee ，V 是 由 平面 + 十 yz 一 1, zx 一 0， 


(1 十 I 十 y 十 z)* 
y 二 0, 2 二 0 所 围 成 ; 
(4) |eosazdzdydz, V: zy 二 +z AR; 
V 


(5) 用 二 zdrdydz,V 是 由 曲面 : 一 Y 十 z+ 一 2， 
2 一 1 所 图 成 
3， 计算 三 重 积分 
r= | .dz| ao| y VTT de 
4. 也 一 |(z，y，z)10 委 z 委 1，0 委 ? 委 ]，0 委 z 委 1 ，2 为 自 
然 数 , 求 下 列 积分 : 
ll 士 多 一 所 dzdydz ; 


xX" 十 十 > 
2 一 多 
四 Fy dzrdydz . 


5. 求 由 曲面 (zx 十 z? )? 十 y' 二 y 所 围 立体 体积 . 


3S4 重 积分 的 变量 替换 
4.1 二 重 积分 的 变量 替换 公式 


设 0, G 为 由 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 区 域 ,由 于 边界 是 可 求 
长 曲线 ,所 以 2, G 是 有 界 可 测 区 域 . 变换 


r= ZX(u, v), 


G— 0 
y= y(u, v), 


是 同 胚 变换 , 晶 TE CW CG)( 即 函数 和 一 阶 、 二 阶 偏 导数 可 连续 
开拓 到 闭 区 域 ) ,可 以 证 明 变 换 工 把 边界 3G 映 满 边 界 3Q ,但 不 
一 定 是 一 一 的 . 变换 工 的 Jacobi 行列 式 记 为 


1 9- 中 吉 


涧 同 顶 二 十 小 
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由 第 十 四 章 知 , 它 在 G 上 连续 县 不 变 号 . 设 函 数 f(x, y) 在 
DD=:Q2 上 可 积 (等 价 于 f 在 QQ 上 可 积 ), 则 有 二 重 积分 变换 公式 : 
|, y)dzdy = 外 rz v), yu, v)] | J(u, v) | dudv. 
为 证 此 公式 , 需 先 建 立 一 个 引 理 . 

引 理 18.2 设 o 为 G 内 一 闭 正方 形 ,左下 顶点 为 (w， w)， 
边 长 为 h( 图 18-15), 经 工 映 为 0 内 一 曲 边 四 边 形 下 (c) 记 其 面 
积 为 mT(o), 则 有 

mT(o) = J (au, v) | dudv. 


18-15 


证 明 ”证 明 前 先 复习 定 积分 求 面积 的 应 用 . 设 曲线 AB 由 
参数 方程 
T= x(t), y= y(t) 
给 出 ,起 点 A 对 应 参数 1 一 a, 终点 B 对 应 参数 1==B. 则 积分 


4 [zdy— ydz = zy) — yr (nq 
仿 
= 士 ( 曲 边 扇形 OAB 的 面积 ). 

正 负 号 的 选取 是 由 向 量 (z, y) 与 (dx, dy) 叉 乘 的 右手 定 则 
来 决定 ,如 AB 为 道 时 针 方向 时 ,公式 前 取 正 号 ; 人 为 顺 时 针 方 
向 时 ,公式 前 取 负 号 . 

若 区 域 c 由 四 条 曲线 围 成 , 则 四 个 有 向 曲 边 肩 形 面积 之 和 ， 
正好 是 oc 的 有 向 面积 : 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) ”一重 


Xdy 一 ydx 一 士 (ac 的 面积 ). 
当 o 边 界 90 为 道 时针 方 向 时 ,公式 前 取 正 号 ; ac 为 顺 时 针 方 向 
时 ,公式 前 取 负 号 . 先 设 J(u, z) 兰 0, 则 工 把 c 边 界 曲线 的 正定 
向 映 为 人 (go) 边界 曲线 的 正定 向 . 由 定 积分 应 用 , 若 已 知 T(c) 边 
界 曲线 的 参数 方程 , 则 其 面积 为 

mT(o) = 到 | i ydx. 
现 边界 曲线 四 段 参数 方程 不 一 样 ,因此 要 分 段 计 算 上 述 积分 ,得 


加 ; | 
2mT(0) = | | com ) 2 一 Ca) du 


9y(uo 十 hh,v) 
9 也 


0 十 内 
+| | (wm + h,v) 


yuh) ee do 


+ [ew Th 十 且 ) 
0 u 


yu mth) st du 


站 9y (uo sv) 
十 | ， | ceo 


yu 0) Ee av. 


对 上 面 八 个 积分 两 两 配对 应 用 定 积分 基本 定理 ,如 


-| | zc vo +) Cn, ) 全 eu 


- ,1 oj 人 ,也 ) aC :0) 二 和 (u, v) 2 2 |dv 


9xz 9y 
一 由 区 也 上 并 ?党 ju 


对 其 余 六 个 入 部 同 相 处理 ,可 得 


gx 9y 
2mT (0) = 儿 [ 笑 + 2 dudv 


治 二 姓 二 十 潞 


~ 
~r 


并 用 凯 二 十 站 
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Oy 了 
“57 


| 


(Troy 9x 
Lawu 9m 


J 
o 


Ty 3 | 


qudyv 


dudvw 


dudv 


「 97z 9y 97 973 
= :| 区 om dv 2 jduds, 


所 以 有 
mT(o) = re, v)dudv. 


车 J(z, o) 委 0, 则 工 把 ac 的 正定 向 映 为 9T(o) 的 负 定 向 ， 


1 | Zdy 一 ydz 


2 
aT(o) 


=-|) (u, vdudv. 


mT (0) =||| J(u, v) | dudv， 证 毕 . 


定理 18.9 设 变换 了 : x 二 x(u, v), y 二 y(u, v) 为 有 界 可 
测 区 域 G, 2 间 的 同 胚 变 换 ，TE CY (G), J (u,v) 为 变换 本 的 
Jacobi 行列 式 ， f(x, y) 在 D==Q 上 可 积分 , 则 有 


[es yazdy = | Lz, 0), yu WI Ju, 5) | dudv, 
证明 因 玫 在 D 上 可 积 等 价 于 了 在 Q 上 可 积 ,日 
由 ee ydrdy = | y)drdy, 
所 以 只 要 证 | 
ez, yazdy = FE, ye )] 1 J(u, 0) | dudv. 


为 此 用 间距 为 h 的 平行 直线 网 把 G 分 成 若干 个 小 可 测 集 
Aoi ,在 变换 工 映射 下 ,相应 地 2 被 分 割 成 若干 个 小 可 测 集 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


T(Ac ), 记 此 分 法 为 A, 由 工 在 G 上 一 臻 连续 ,所 以 当 h->0 时 ， 
分 法 A 的 直径 上 Ae 一 0( 图 18-16). 


Vv ph 
T 
O O x 
图 18-16 


在 G 的 分 法 中 , 记 内 部 网 格 或 闭 小 正方 形 为 
{Ao ，Aas ，… , Ao, }. 
其 面积 Ac 一 让 (一 1,， 2，…，2) ,相应 地 了 (Ac ) 也 是 2 的 A 分 
法 中 的 内 部 元 素 . 由 引 理 18. 2 与 重 积分 的 中 值 定 理 , 得 
mT (Ac ) 一 |J (Wi, 均 ) | Ac ， 

其 中 ( 硬 , 不 ) EAoi(i==1, 2, …, 1). 

在 每 一 Ac 上 任 取 一 点 (wi, wv) EAoi ,变换 工 把 (wu, wi) 映 
为 点 (zx;，yi) ET(Aoi), 其 中 

Ti Xu, Yi) Yi = yu, vi) (i=1,2,.%,7n) 
由 f(x, >) 在 Q 上 可 积 和 推论 18.4, 得 

lim YA[ztu， vi), y Cu, v1) | Cw, 歼 ) | Ac 


= lim > fz, yymT (ao) = |/fr, yardy. 
全 


lal 全 | 
容易 证 明 
lim{ > flzCu, 0), yu, 0) | (ww, TW) | Ac 
1 


h>0 
一 Dy flxr (wu, Vi), Yui, vi) | Cu, vi) |Aoi}= 0， 
i=1 


事实 上 , 任 给 >0, 由 | (u, v)| 在 G 上 一 致 连续 ，36>>0, 当 
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V (ui 一 而 ) ?十 (vw, 一 太 )*<<6 时 ,有 
— [3 
| Ca， vi)|— [J a, 元) | [< ye 
其 中 人 MM 为 f[x(w, v), y(w, v)] 在 G 上 的 界 , mG 表示 G 的 面 


_ ey 
只 ,所 以 当 hh 过 一 时 ， 
所 以 当 及 时 ,有 


| BFEz G0, v0), yl, 0) (mm, T) | A 
i=1 


— Offzru, Vi), yui, vi) | ui;, v;) |Ao;| < e, 
i=1 
即 得 
lim{ 2 7[zCu， vi), yl(ui, vw;) || (i, vi) |As; 
-0 1 全 | 


一 > ATz(a， vi), yu, vi) | Cu, vi.) | Ao;}= 0. 
i=1 
所 以 有 
lim DflzCw, vi), yu, v) | Cu;, vi) |Ao. 


7 一 上 


= |rez, dzdy 


再 由 推论 18.4, 即 知 函 数 f[z(u, v), ylu, oj， v) | 在 
上 可 积 , 且 
Ez, v), y(u, vj | J(u, v) | dudv = ||/(z, y)drdy. 


证 毕 . 
为 了 更 好 理解 定理 的 条 件 ,我 们 考察 平面 极 坐 标 变换 T: 
Z=:7rcos0，y 一 rsin0, 设 
G= {1(r,0)10<0<2r,0<r<R, 
Q 为 开国 x 十 y 六 二 R? 除去 zz 轴 上 线段 [0,，R1, 则 全 : G>0 问 
且 ( 图 18-17), 且 TEC CG), 变换 全 的 Jacobi 行列 式 为 


coOSO — rsing 


= 
sing rcos0 
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8 ph 
2 上 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 
| 7 
R x 
| 
| He 
0 Rr 
图 18-17 


DD=0 为 团圆 x! 十 yY 才 R’ ,车 f(x, y) 在 D 上 可 积 ,由 定理 18.9 
得 
|, y)dzdy = ||f (reos, rsin0)rdOdr 


2x R 
二 | db| Jrcos0O，rsin0)7rdr. 
0 0 


注 ” 把 定理 18. 9 中 条 件 TE Ce (CD) 改 为 了 EC (CG) 和 
Jacobi 行列 式 J] 汪 0 时 ,定理 的 结论 仍 成 立 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. 在 (wu。， vw ) 邻 域 变换 了 用 仿 射 变换 


9xr (uo, Vo) 9Xx (uo, vo) 


人 5 (u zxo) 十 一 (Vv), 


(vO— vo ) 


9 ,VU 9 ， 
y= m0) 
u 9v 


代替 ,这 时 o 映 为 什么 图 形 , 并 求 该 图 形 面积 . 

2. 利用 第 十 五 章 的 推论 15. 2, 证 明 变 换 T: G0 一 定 把 
边界 3G 映 满 边界 90. 
4.2 公式 的 应 用 

例 1 计算 积分 

lb + ydrdy, 

其 中 DD 是 由 (x 一 a)? 十 y= 二 a (y 之 0), (x 一 24) 十 y 一 4a? 
(y 之 0) 和 y=z 围 成 的 区 域 . 


灌 几 语 二 十 波 


水 
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解 ” 画 出 DD 的 图 形 ,并 把 DD 的 边界 曲线 方程 化 为 极 坐 标 方 
程 


r 一 2acos0, r= 4acos0, 0 = 弃 


(图 18-18). 所 以 通过 极 坐 标 变换 


人 T: z= rcos0, y= rsind, 


有 
lkes 十 ydzxdy 一 于 r* rdOdr = [: db| ridr 
p Tp) COS| 
-1 了 3 | 区 9d0 一 a ,cosr0d 
_112—70V2 ， 
9 
例 2 计算 由 椭 球 抛物 面 z=zx? 十 2y* 及 抛物 面 xz 一 2 一 x 
所 围 立体 的 体积 . 


解 ” 画 出 所 求 立 体 的 图 形 ( 图 18-19), 先 求 此 立体 在 Oxy 
平面 上 的 投影 区 域 刀 , 因 了 的 边界 曲线 是 两 曲面 的 交 线 
z=X 二 2y， 


之 一 2 一 2 
在 Ozy 平面 上 的 投影 ,所 以 从 上 述 方程 组 中 消去 z, 即 得 DD 的 
边界 曲线 方程 + 十 2y’ 一 2 一 zx? ,或 x 十 二 1. 故 所 求 立 体 的 体 
积 V 为 : 


数学 分 析 ( 第 三 册 》 


18-19 


V -| — zx:)dzrdy ke 二 2y:)dzrdy 
pb Db 


2r 1 
== ?| a -zy)drdy =2| dg (1 一 于 )rdr 
0 0 
D 


-Es 
例 3 计算 二 重 积分 


Jzyazay ， 
b 


”其 中 吕 是 由 抛物 线 y* 二 x, y= 二 4x, x 一 y, x? 一 4y 所 围 成 的 


区 域 . 
解 ” 画 出 DD 的 图 形 (图 18-20). 根据 DD 的 特点 , 作 变 换 


2 


Ti!. zt 一 2 一 二 . 
工 2 
它 把 D 一 -一 地 映 为 正方 形 区 域 T71(D): 1 委 v 委 4，1 委 " 委 4. 
四 2y 
od(u, v) x 让 一 3 
9(z，y) 2x 2 ， 
y yy 


小 及 志 二 十 小 


沪 
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一 一 TD) 


图 18-20 


d(x, y) , 9(u, v) 、 
因 oa(u, v) A(x, y) 1, 所 以 


9 
J 
又 
u J 二 站. 3， 
人 


例 4 计算 二 重 积分 


> dzd 7 
[ea 


其 中 万 是 由 z=0，y 一 0, z 十 y= 王 1 所 围 
成 的 区 域 . 


Dp 
解 ” 作 变换 T; xz 二 rcos?0, y= 二 rsin? 0 ~ 人 
0 
它 把 区 域 C: 0 过 9 二 五, 0 二 7 过 1 一 一 地 


18-21 
映 为 区 域 2==D"( 图 18-21). 
s:0 一 2 Osing 
J(r, 0) = 轩 和 "oS | 2rsinbcosO. 
sin20 2rsingbcosO 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 
所 以 
I EE 了 dzdy = 一 及 cosgsin0 . 2rcosgsinbdbdr 


一 三 2 2 也 _2 3 3 
2| cosrOsin* 0d0 . | dr = =B( 三 , 取 ) 


5 TC3) 5( 记 )T (3) 
ll. x 
20 sin 开 20° 
2 


又 解 ” 在 变换 x 二 rcos:0,， y= 二 rsin:9 中 , 若 令 5 三， 
一 sin20, 由 此 演化 成 变换 TT. r=u(l— wv), y 二 uv, 它 把 区 域 
G: 0<=u<1, 0<v<l 一 一 地 映 为 区 域 0Q=D". 


一 下 一 了 
Je-| ， 一 &。 
所 以 
NE 了 ydzdy 一 jv 1—v)u . ududv 
= [du [WO wid 
2 3 A 
=5B( 立 ， 评 )= 20° 
例 5 证 明 B 函数 与 函数 的 联系 公式 : 
B(p, 9) = Pe > (p>0,9>0). 


证 明 已 知 T(p) = | ，z”'e“dx 有 递 推 公式 
rT(p++1) = pr(p). 
B(p, gq) = | zx"(1 一 <)"'dr 有 递 推 公式 


(p+1 1) 一 Pq . 
B(p 十 1, 9g 十 1) Groot 9) 


Hn 


一 十足 


沙 此 世 


站 
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让 哑 被 二 十 潍 


利用 递 推 公式 ,只 需 对 联系 公式 当 加 >1, gq 之 1 证 明 即 成 . 为 此 
我 们 考虑 第 一 象限 上 非 负 函 数 


f(z 9) = zy ee, 
和 三 个 闭 区 域 Di: 0<x、 y< 负 ; Ds: x 之 0, y>0, z+y<R; 
Di : 0<x、y<R (图 18-22). 由 二 重 积分 的 几何 意义 ,显然 有 
jer, waray < fC, wardy < | rz yardy. 
Di D, D, 


18-22 


在 D;, D; 上 的 二 重 积 分 可 化 为 两 个 定 积分 的 积 : 


R 
3 


及 
leeks e+ drdy = | pierzd7z 。 | yoierydy， 
0 0 
DI 


R R 
下 e dzdy 一 | Xr le dr， | ye “dy. 


D: 上 的 积分 作 变 换 T; x 二 wu(1 一 v), y 二 wv, 二 wu, 所 以 


1 rR 
llEs ye dzrdy 一 | dz| UP le "vr!(l — vv) du 
0 0 


D, 


1 R 
一 | ol(1 一 站 ) 生 dv -| 2 le du 
[9 0 


= B(p, nn e “du. 
因此 我 们 得 到 不 等 式 
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| Xrle dr | ye dy 过 B(p, | ur le du 
0 0 0 


< | edr 。 [yesdy. 
上 式 中 令 R 一 十 吕 , 即 得 
Tr(p)T(g) Bp, oT(p+aq) ET(p) Tg), 
或 
_ TP)T(9) 
B(p, 9) = Tp Ho) (p>1,9g> 1). 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 计算 下 列 二 重 积分 : 


(1) | + ydrdy ,其 中 品 是 由 双 纽 线 (zx! 十 yy )? 
二 qa? (x! 一 y:) (z 之 0) 围 成 的 区 域 ; 
(2) vr Fy 干 Ydrdy , DD 是 由 曲线 (xz? 十 六 )? 二 2xy 围 成 ; 


(3) jjzdzdy ,DD 是 由 阿 基 米 德 螺 线 + 二 9 和 半 射 线 0 一 x 围 


成 ; 
(4) zydzdy ,DD 是 由 对 数 螺 线 * 一 ef 和 半 射线 9=0， 
T 、 

6 二 围 成 . 


2. 求 下 列 曲面 围 成 的 体积 : 

(1) z=zxy, z+y =a’, z=0; 

(2) z=Xx 十 y:, ZX 十 y 十 z= 二 1; 

(3) zt 二 十 2 二 a?: ,XxX :十 y :二 ax (a>0). 
3. 求 下 列 二 重 积分 : 


0 外/ 三- 泡 dzdy， D: 屯 十 1; 


we 二 y)drdy, D: x 十 y 达 1; 
Db 
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(3) | 他 + y)dzdy ,也 是 由 y=4z?， ?一 9z ,z=4y， 
b 
z 一 9y 围 成 ; 


(4) ||zydzdy ， 忆 是 由 xy 一 2，zy 一 4，y 一 Z，y 一 27x 围 
Db 


成 . 
第 4, 设 p、g、s 之 0, 证 明 : 
八 
章 | ZPye(l 一 工 一 7y) dzdy 
重 区。 
积 _P(Cp+1I)PCe 二 1)P(O 十 1) 


5. 局 是 以 (zl， y1)， (Xz, yz ) ， (3 ， 3 ) 为 顶点 的 三 角 
形 , 其 面积 为 A( 盖 0), 求 
G) |zadzdy ; 2) [zrdzdy. 
D 


D 


6. 求证 积分 


| Mr 


ry <l 


xln 一， h>]; 
区 2 
Dl—h ) ，0<< 关 委 ]1. 


7. 取 D1: z 疡 0，y 关 0， 妇 十 昂 委 民 D;,:; 0 委 z<R，0 委 》 
委 民 ; Di : r>0, y0, x ty E22R’, f(r, y)=4r 13y29 1 
“e+*). 仿 照例 5 证 明 : 


B(p, g) = rT(p)T(g) 


rT(p+gq). 
8. 设 4>0, AC 一 B*>0, 通 过 变换 w=zx 十 肪 y, v=y 求 曲 
线 Azr 十 2Bzxy 十 Cy 二 1 所 围 图 形 的 面积 . 
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4.3 三 重 积 分 的 变量 替换 
设 G,02 是 (z，y，z) 空 间 中 的 有 界 可 测 区 域 ,变换 


工 一 工 (&， 也 ， 也) ， 


T:4y = yu, vv, w), G0 
z= 2z(u, v, w) 
是 同 胚 变换 , 且 TEC2 (C) , 它 的 Jacobi 行列 式 记 为 


Jo 


若 f(x, y, z) 在 V=Q 上 可 积 , 则 有 
ez. y, z)dzxdydz = fiz, Vv, WwW), y(Uu, VU, Ww), 


z(u,v, z)] | (u, v, w)|dudvdrw. 
例 1 计算 三 重 积分 
由 zzdzdydz， 


2 2 2 2 
其 中 VV 是 由 曲面 > 一 生地 世 ， = 一 工 十 》 


y=ax, y=Pr (0<a<b, 0<a<B, 0<m<n) 围 成 且 位 于 第 一 


9 Xxy=a’, xy=b, 


象限 的 闭 区 域 . 

解 ” 考 虑 变换 TT- : 

“= 二 十 ， v= Ty, w 二 立 ， (zx, y, 2) E Q=V, 
变换 工 为 : 


工 二 2， y=Vvw, z= w (w+ 记 】 (u, vu, WwW) € G, 
其 中 
G= [2 v, w) 
(此 变换 保持 边界 间 仍 一 一 对 应 ) 变 换 工 的 Jacobi 行列 式 
J(u, v, w) = 地 (w+ 志 )> 0. 


2 


Lu up, <w i). 


十 以 


沙 
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于 是 有 


eyedzdyds 一 了 和 “VUw ， (ww 十 十 


Vv 


。 芝 (w+ 均 ) dudvdrw 


1 3 民工 
和 一 加 区 (w+ 序 + )dudvdw 
八 工 “ 中 
= 
! 
1 1 8 ,8 2 .02 
各 一 缉 ( 挛 一 未) (0a)| (8* 一 e) 
分 1 B 
(1+agr)+4in | 
例 2 设 h=Ve 十 BF 十 XY0， f(z) 在 [一 h, hj] 上 连续 ,证 明 
下 re by +R)drdydz = =| (1 一 多 ) FM)d8， 
其 中 V; 十 y 十 z* 志 1. 
证 明 选 5 轴 方向 为 平面 cz 十 py 十 yz 一 0 之 单位 法 向 量 ， 
再 选取 ,7 轴 为 此 平面 上 之 两 垂直 轴 . 构造 正 交 变换 
E 一 az 十 站 yy 十 ciz， 
T-1.17= Ar by cz, 
6 二 广 (ar 十 证 十 加) 
由 于 T7! 是 正 交 变换 , 故 有 
ae 0) 
9(Z，y，z) 
所 以 
2(Z，7y，z) 
8 591= = 1 
变换 工 把 名 十 十 二 1 变 为 妇 十 交 十 天 委 1, 于 是 有 
由 re 上 + 户 +oze)dzdydz= i f (he) dédndt 
212 V +¥ 1S 


EEC 避 因 


=| 4 | ft)dtay 


+F EI 
= 可 87 dt 
下 面 讨论 两 种 常用 的 三 重 积分 变换 . 
(一 ) 柱 坐 标 变换 


令 
工 一 rcosO， 
"| = rsin0, 
之 =, 
其 中 (xr, 9) 为 空间 点 了 在 xy 平面 上 
投影 点 M 的 极 坐 标 (图 18-23), 称 
(7r, 9, xz) 为 空间 一 点 PP 的 柱 面 坐 


标 ,变换 了 的 Jacobi 行列 式 为 : 图 18-23 
cos0 ”一 rsing 0 
J(r, 0, z) = | sin0 rcos0 0|=r>>0. 
0 0 1 
变换 本 把 区 域 
H= |(r, 0, z) |0<r<+%,0<0<27, 
一 ce<<z<< 十 co| 


一 一 地 上 映 为 三 维 空间 R’ 除去 一 闭 半 平 面 9=0, 记 此 区 域 为 R， 
且 TEC*( 电 ). 设 V 是 (zx, y, z) 空 间 中 闭 区 域 , f(x, >y, z) 
在 V 上 可 积 , 取 Q2=V NR, 若 TT7\' 把 0 映 为 及 中 子 域 G, 则 有 
变换 公式 .: 
ez, y，z)dzdydz 一 下 rerees， rsin0，z)rd0drdz. 

实际 应 用 公式 时 ,不 必 画 出 区 域 G, 而 是 用 如 下 办 法 确定 积分 
限 : 设 用 6==9 的 半 平 面 去 截 区 域 V, 得 一 平面 区 域 D(9), 义 半 
平面 从 9-=a 绕 z 轴 旋 转 到 0=8 时 ,这 些 D(0) 构 成 区 域 V( 即 V 


洪 汪 山 二 十 中 
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夹 在 半 平 面 9=a 与 6=B 之 间 ), 则 有 公式 _213] 
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、 6 
je y, z)drdydz = | dg | flrcos0, rsin0, z)rdrdz. 
[2 vy a 


DO 


例 3 计算 三 重 积分 


sazdydz, 


其 中 V 是 由 球面 x? 十 六 十 z= 二 4 和 抛物 面 x 十 二 3z 所 围 成 
的 区 域 . 

解 ” 画 出 V 和 D(0) 的 图 形 ( 图 18-24), 并 将 V 的 边界 方程 
化 为 柱 坐 标 中 方程 


-得 


三 妊 


(1) (2) 


18-24 
所 以 
2 2r 3 Vt 
ardya: =| do | wdraz =| dl dr| rzdz 
和 0 Bo, 0 0 本 
Br 2 rr 13 
=27| (4 r g )dr = i™ 
例 4 计算 三 重 积 分 
es 十 y drdydz,， 
V 


214 其 中 V 是 由 锥 面 x* 十 y 一 z* 和 平面 x 二 1 围 成 . 
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解 ” 画 出 V 和 DD(9) 的 图 形 ( 图 18-25), 并 将 V 的 边界 方程 
化 为 柱 坐 标 中 方程 : 


所 以 
2r 1 2 
ls 十 y dxrdydz 一 | db 站 。 rdrdz = zx| dz| rdr 
y 0 Po) 0 0 
= 2x| dz = 
国 ?中 3 一 1 


又 解 ” 用 z= 二 =z 平 面 去 截 V ,得 平面 区 域 D(z),V 在 z 轴 上 
的 投影 为 [0, 11, 所 以 
lees 二 ydzrdydz 一 | dz | Vr Ty drdy 


D(z) 


1 b3 之 
= | dz| do| rdr 一 工 . 
0 0 0 6 


(二 ) 球 坐标 变换 


令 
X= rsinpcosO， 
中 一 rsingsin0, 
z 一 rcosg. 
如 图 18-26 所 示 , 三 个 数 ~>，9?，2 确定 空间 中 一 点 卫 , 称 (>，9， 
9) 为 P 点 的 球 坐 标 .变换 醋 把 空间 区 域 
H= i{(r, 9, 0) 10<r<+%,0<9<7,0<0<2r| 
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涧 点 灵 二 十 滤 


一 一 地 映 为 三 维 空间 Rs: 除去 9 一 0 的 闭 半 平面 , 记 此 区 域 为 R， 
分 。 且 TECW( 玉 ), 变 换 T 的 Jacobi 行 列 式 为 
singcosO rcospcosg —rsingsinO 
J(r, 9, 0) = | sinpsing rcosgpsing rsingcos? | = rsing 
cosg —rsing 0 
设 V 是 (+r,，y, z) 空 间 中 闭 区 域 , f(x, y, z) 在 V 上 可 积 , 取 
0=YVmR,，T :把 2 上 映 为 互 中 子 域 C, 则 有 变换 公式 


下 re ，y，zY)dzdydz = 由 resineeose， rsinpsinO，rcospP) 
V G 


.rsinpdrdpd0. 
实际 应 用 公式 时 ,不必 画 出 区 域 G, 而 是 用 如 下 办 法 来 确定 积分 
限 : 设 用 0=9 的 闭 半 平 面 去 截 V ,得 一 平面 区 域 D(6), 闭 半 平 
面 从 0=a 绕 z 轴 旋 转 到 0 一 8 时 ,这 些 D(9) 构 成 区 域 V, 则 有 
下 f(r, y, =)drdydz 一 | 9 | f(rsingcos0, rsingsin?, rcosp) 


Mo 
rsingdrdy. 


例 5 计算 三 重 积 分 
ee 十 y 十 z*)dzxdydz， 
V 


其 中 VV 是 由 球面 x 十 十 x? 王 2z 围 成 的 区 域 . 
216 解 ” 画 出 V 和 DD(0) 的 图 形 ( 图 18-27), 并 将 V 的 边界 方程 
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化 为 球 坐标 下 的 方程 : 


r 一 2cosy. 


2 
r=2c0sg 
D(0) 
0 r 
(1) (2) 
图 18-27 
所 以 
2x 
fe 十 十 z*)dxrdydz 一 | dg | rr :rsingdpdr 
V ° DO 
2x 子 2cosy 
一 | dg| ag| rt singdr 
0 0 0 


32 


一 2x| 32 008s psinpdp = Tix. 
0 5 15 


例 6 计算 三 重 积分 
于 ce 十 十 x2)drdydz， 
V 


其 中 V: 瑟 十 乓 十 二 <1， 
解 ” 作 广义 球 坐 标 变换 
Xx = arsinpcosO， 
T.:4y = brsingsind, 

z 一 creosy. 

变换 人 的 Jacobi 行列 式 为 
J(r, 9, 9) = abcr’ sing. 

所 以 


漠 购 虱 二 十 避 
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ee 十 y 十 xz:)drdydz 


Vv 
27 1 

=| do dp| (asin2zpcos20 十 钴 sin2psin20 十 czcos2p) 
0 0 0 


* abcr' singdr 


0 2x 所 
一 二 abc| db| (azsin2 pcos’ 0++ bsin’ psin’ 0 ce cos wp)singdog 
0 0 
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一 高 osc” (2a:cos:0 20 sin:0 ce? )d0 
= 让 abc (4? 十 十 )x. 
， 思考 练习 ”解答 下 列 问 题 ， 

1， 由 以 半径 为 >、r 十 dr 的 两 圆柱 面 , 角度 为 9、9 十 d9 的 
两 半 平 面 和 高 度 为 >、z 十 dz 的 两 水 平面 围 成 的 区 域 体积 微 元 
记 作 dV, 把 它 看 作 长 方 体 ,证 明 dV 二 rd0 . dr . dz. (提示 : 
A9=:d9, Ar 一 dr，Az 一 dz, 小 区 域 体 积 为 AV, 略 去 关于 AbArAz 
的 高 阶 无 穷 小 , 取 AV 的 主 部 dV , 则 dV ==rd9drdz) 

2. 由 以 半径 为 r+, r 十 dr 的 两 圆 球面 ,角度 为 6, 9 十 d9 的 两 
半 平 面 和 项 角 为 9, g 十 dy 的 两 锥 面 所 围 成 小 区 域 体积 微 元 记 
作 dV, 即 忽略 高 阶 无 穷 小 项 后 ,可 以 把 看 作 长 方 体 ,证 明 

dV = rdp . rsingd0 . dr 一 到 sinpdbdpdr. 

3. 求 椭 球面 x 十 2y 十 4z* 十 2Ty 十 2yz 十 2xz 二 1 所 围 区 域 
的 体积 . 

4. 求 下 列 三 重 积 分 : 

G) | 十 y )*drdydz ,VV 是 由 曲面 z= 二 xX? 十 y*, z 王 1， 
z 二 2 围 成 ; 

(2) 呈 WZTY) "dzdydz ，Y 是 由 曲面 x? 十 一 9， 
TT 十 yy 二 16, xz: 二 x :十 y(z 宇 0) 围 成 ; 

(3) i 十 到 )dzdydz ,V 是 由 曲面 z= 二 16 (x 十 y?)， 
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xz 一 4( 妇 十 风 )，z 一 16 围 成 . 
5. 求证 积分 
4 
i dxdydz 3 
2 2 2 
Vr Fy T(z—h) 2x(1 一 乞 )， 0 一 太志 1 


h>>1; 


ryt el 


3 
6， 求 下 列 三 重 积分 ， 
(GD 由 eazdydz ,V 是 由 zx? 十 六 二 <1, z>0，y>0， 


Vv 


z 宇 0 所 确定 ; 
(2) 上 WE 二 十 避 ) dzdydz ，Y 是 由 不 等 式 二 


十 于 委 2z 所 确定 ; 
(3) arayas ,VV 是 由 zz 十 过 z?， ZX 十 yy 十 xz 人 8 所 


V 


确定 . 
7. 计算 积分 
下 see 4 by + cz)drdydz, 
其 中 VV; Ll 
8. 求 下 列 三 重 积 分 
(1) | 川 ydrdydz ，V 是 由 z=az:, XT 一 bz (0a<b, 


V 


z>>0) z=ay, + 二 By (0<o<p) 以 及 z 一 (CR>0) 围 成 ; 


(2) lile 
9. 设 一 元 函数 f(t) EC[0, 十 吕 ), 令 
F(1) = es 十 yy 十 z*)dzxdydz， 


2 .2 ,2 


一 4 时 + 生 2 2 2 
“Ao drdydz ，V: 记 十 各 十 全 入 1. 


其 中 Vi: TX 十 十 > 二 闻 .证明 : 
(1) F(1) E CY [0, +%); (2) 求 出 FF (7) 的 表达 式 . 


洪 性 协 二 十 以 
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消 也 攻 十 泪 


冰 


SS n 重 积 分 


如 同 二 维 与 三 维 情形 一 样 ,在 ” 维 空间 区 域 0 上 的 ” 重 积 


分 可 化 为 累 次 定 积分 . 
例 1 0Q= (zz ,Xi) |0RT1 ET Tl1), 
设 函 数 /Fri Xz ，……，, ZX;) 与 上 连续 , 试 把 n 重 积分 


I = | 之 2 ， ”3 Ta )dzidzs…dzv 
n 


化 为 累 次 积分 . 
解 ” 先 按 x,，Zx,_1，…，Zzi 的 顺序 化 为 累 次 积分 ， 2 在 
n 一 1 维 空间 Oxixs…zx,-1 上 的 投影 为 0, 1: 

人 2 1 一 {XiyT2s Te) ORZ Zz Tl 1)， 
这 是 因为 VY (zzz，… XTi-1)EQ1， 了 Xx 满足 zi 委 T 
委 1, 所 以 点 (zz …， Zi Xr) 人 EQ 在 n 一 1 维 空 间 上 的 投 
影 即 为 点 (zi ，xz ，…，Xr-1). 固定 (zx, Xz X11) E01， 
变量 zx, 的 变化 范围 从 xz, 二 zx,-1 到 x 二 1, 所 以 


1 
1= 上 az Fr es, Ky) dts. 
Ql el 
由 于 0Q,_1 与 Q 情形 相似 ,这 样 依 此 下 去 得 
1 1 
1= [dardz| dz fxi, Xs, Tao)drn， 
入 Ty Tit 
其 中 (22 一 ‘ (ZX1, Xs) |0<ziz; 志 1 }. 最 后 得 
1 1 1 
I 一 | dz | dz 了 (zi ， 2， Xa ) dX, 
0 Tl 


Tn-l 


再 按 zx ，z ，… ,Zz; 的 顺序 化 为 累 次 积分 , Q 在 ”一 1 维 空 
间 Ozs… XxX, 上 的 投影 为 02,-1; 
1,1 = {ra 0RT 1). 
这 是 因为 VY Czxs，…， ZX,) E02,.1，3 Xi 满足 0 委 z 委 zs, 所 以 点 
(Xi, zz)E8 在 2 一 1 维 空间 上 的 投影 即 为 点 (zz ，…， 
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TcE0 反之 ,VCrz yz)E0D, 显 然 其 投影 (zs， 
,Xi) EL1. 

固定 (z: ,，…，zo) ED ,变量 zx 的 变化 范围 自 zx, ==0 到 
ZX 二 Xs ,所 以 


了 一 二 ad | fea 2 Zn ) dx1. 
| 


由 于 2,-: 与 9 情形 相似 ,这 样 依 此 下 去 得 
了 一 ac dz。，， | fn ,XT2, ,Ti ) dx, 


其 中 0 二 { (x li)10 委 zs 和 zx, 委 1) ,最 后 得 
1 人 2 
I =| dz,| dz 了 (zi ，Zz ，…，Zn )dzl. 
0 0 0 


注 1. 设 el,e，…，en 为 R" 的 标准 基 , 则 例 1 中 只 是 以 0，e.，e， 
十 es-1，…，@ 十 en-1 十 … 十 ei 为 顶点 的 ?十 1 面体 . 又 如 不 等 式 0 委 六 
委 zr-1 委 …… 委 z 委 1] 确定 的 闭 域 ,是 以 0, e1, el 十 ez ，…, el 十 es 十 … 十 e@， 
为 顶点 的 n 十 1 面体 . n 维 单位 立方 体 可 以 剖 分 成 a! 个 十 1 面体 , 记 为 : 

[0, en ,en te,, ,er +e, 二 二 ej, 

数组 (i ，…, i ) 是 数组 (1，2,，… ,nn) 的 某 一 置换 或 重 排 ,显然 数组 
(1, 2,…。 za) 共有 n1 个 不 同 排列 ,相应 地 有 mn! 个 n 十 1 面体 . 

2. n 重 积 分 化 累 次 积分 时 ,上 面 做 法 是 先 求 定 积分 ,然后 再 求 x 一 1 
重 积分 . 也 可 以 先 求 n 一 1 重 积分 ,然后 求 定 积 分 . 如 按 xz! ，z:,…，zs 顺 
序 化 为 累 次 积分 为 例 , 4 在 =。 轴 上 的 投影 区 间 为 [0, 1]. 固定 z,E 【0， 
1] ,用 超 乎 面 x, 一 zx, 去 截 2 ,得 一 n 一 1 维 区 域 2,-1: 

0 = {ry ray, TA) OETA ET EST Er )}, 
所 以 

1 ar [fe ms and 


Ql 、 
2 在 rz-: 轴 上 的 投影 区 间 为 [0, z], 固 定 x,-1 € [0, zx;]j], 用 超 平面 
nl1 一 nl 去 截 {01 ,得 一 n—2 维 区 域 (22 : 
Qo = {x Tey, Te2) 0EA ET ECT Cr). 


所 以 


消 点 堪 二 十 钼 


E> 
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1 z 
了 一 | dz,| "dx, ) | 人 ea , Xa, 1 Ta ) dr dr Te. 
0 0 
n 2 


依次 下 去 可 得 
1= a de) feo, ,di 
下 面 讨论 " 重 积分 的 变量 替换 ,类 似 三 维 空间 的 球 坐 标 变 
换 
z 一 rcosg, 
T= rsingcosd, 
y = rsingsinl. 


(0 之 7 过 十 2 ,0 之 p< 之 x, 0 之 90<27) ,变换 的 Jacobi 行列 式 


J = rsing. 
对 维 空间 我 们 也 有 球 坐 标 变换 : 
ZX1 = rcosl ， 


Za 一 rsingi costh ， 


xs 一 rsin0 sinb cos0, ， 


re! = rsing sinb sinOs :cosO, 1, 
Xx» = rsind, sin0 sinO,*… sinO, 1. 
(0<<r<++oo, 0<0 ， 4， …，0 <， 0<0 <2r). 我 们 证 变 
换 荆 的 Jacobi 行列 式 为 : 
Jr 0 ,0 1)= rsin™ 20sin 六 psin0，:. 
已 知 * 一 3 时 上 式 成 立 .假设 n 一 1 时 上 式 成 立 ,来 证 mn 时 上 式 成 
立 . 为 此 将 变换 工 拆 成 下 列 两 个 变换 的 复合 


X11, y1 = rcosO ， 

Xs 一 yzcoOsys ， ys = rsing ， 

Xs 一 ya Sinyscosy4 ， ys 一 六 ， 
DD: 了 z + 

Tal 一 ysinyssiny…cosyn， = 0 ，， 

xX, 一 ysinyssinyi…Sinyn yn = 
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T= Ti ,所 以 由 归纳 法 假设 得 


OCX1, Xr ,Tn,) 


do(r, 0 ， 四 0 ) 


OCXZI， Te) Tn) OCX yy ， yn) 
OV, ys, yn) T,90(7, 0 ， “> 0,1) 


#2 


= (ys ?sin” ?yssin” ‘ysiny,1) | rT, °°r 


lsin”™ ?0 sin” *0,-…sinO, ,. 


二 yy 
例 2 计算 nn 维 空间 中 半径 为 R 的 超 球 
QT 十 十 十 ZX 寺 RR 
的 体积 . 
解 ” 记 的 体积 为 V,, 则 
六 = | arrdrrdm 


人 


"2 A bg R 
= | d0, | do d0 | isin™? 0 sincs0 sin0 ,dr 
09 [9 0 总 


一 EER" | sin™ 9,d0, | "in"? 0, dh, sind, d0 ， 
n 0 0 


0 


-2 守 )( 守 (1 
,rr( 
”rr 

"全 Jro 
人 


zp (2) RR 
”rs) 27(2) T(E+) 
车 记 半 径 为 RR 的 n 维 超 球 的 表面 积 为 w, , 则 

dV， 2 
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对 三 维 空间 中 区 域 2: x 之 0, y 之 0, z 之 0, 十 y 十 z 所 RR 常 采用 


z= rcos gp， 

工 一 rsin2opcos20， (0°<r<R, 0<p 一 工 ,0 一 0 一 到 】 

y = rsin’ gsin’ Oh. 

= 4r?sin’ pcospsingcosb0. 

车 令 uw 一 r, wu 一 sin? 9, w 二 sin?0, 上 述 变 换 演化 成 变换 

z= u(l—v), 

=uw(l—w), (0<u<R,0<v<1,0<w<1) 

y = uvw. 

J = wiv. 

对 nn 维 空间 区 域 Q: zi0, zy 之 0,，…， Xr 之 0, X11 十 Xz 十 …… 
十 x; 令 R 上 的 重 积分 , 常 采用 变换 


Zi 一 (1 一 zz )， 
Za 一 uius (1 一 zs )， 
T: 
Xel 一 Mt Url (1 — wu ), 


Xa 一 WU U1 Un 
(0<< 之 R，0 过 wz xz ，"…，Un 达 1) ,我 们 来 证 变换 了 的 Jacobi 
行列 式 为 
= ur wu. 
已 知 n=3 时 上 式 成 立 . 假设 4 一 1 时 上 式 成 立 ,证 nn 时 上 式 成 
立 . 为 此 把 变换 工 拆 成 下 列 两 个 变换 的 复合 : 


Z1 一 JJ 一 yz， yi 一 2U1， 
Xz 一 yz(1 一 3s)， y2 一 &IU2， 
73 = yy3 (1 一 4 )， 33 一 ws, 
工 ; 1 .2.3 4 T, :4 1 3 
rr = yy3' Yl (1 CO— yy), Val -= Ul 
Xn 一 .JJ2.3 Yl Yn Yr 一 Pr。 


则 
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V(X1, TXT2, """, Tn ) 
9 (u1, U2, **", Un ) 


了 一 


_9(X1, Xz, '**, Xn) ,9(Y, 2 ，””， Yn) 
9(y1, V2， “5 Yn) T, 9 (U1, Us, un ) 


3 


= yyy) | 
= MM 1. 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 
1. 按 xs， Xi1，Xs,，… ,Xs 顺序 写 出 例 1 的 积分 限 . 
设 4E EC 有 可 是 ， 求 Co 一 1) 维 曲面 hx ， 4x 一 1 所 围 


及 n 维 体积 . 


3， 设 Q = (zi Xi, Ti) |0RZT STR El}, 


试 按 x3 ，x1 ， Xx: ，X4 顺序 把 重 分 
I = 直上 ee TX2, Ts3, X41)dridrs dr dz 
化 为 累 次 积分 . | 
4. 设 0Q={(x, y, xz) |0<VYz<y<Vz<1) , 求 积分 
yvV1+z drdydz. 
5. 设 f(1) 在 [0, x] 上 连续 ,证 明 : 
| az dz 上 fr) dz =| /02 企 = 人 de 


取 f(i) 为 Am (0 时 , 试 求 出 上 式 左 端的 累 次 积分 . 
6. 设 避 是 ” 维 空间 的 (十 1) 面 体 : 
(= { (X1 ,TX2 Zn ) |zi 之 0,zs 宇 0,…,ZXT, 之 0， 


Ya, <R). 
试 求 出 (n 十 1) 面体 Q 的 体积 


7. 设 Q 是 n 维 空 : 间 中 的 区 域 : 
_ 人 2 一 { Cx1 ,Ts To) 之 0,zs 之 0，…，Tn 之 0， 


a 过 Dz <6) 
i=1 


225 


小 县 攻 二 十 以 


AU 
Sr 


国有。 数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


灌 上 几 世 二 十 小 


池 


226 


(5 这 a0). 证 明 
... os oe 车 二 一 “ ~ 四 了 
je tat 十 Ta ) dridzx,…… dz, = | ro (a 1d 
ml 2 2 
8. 证 明 : 由 曲面 2 洱 == 有 (0<x,<a,) 所 围 成 的 n 维 包 
i=} i 下 
体 的 体积 为 


SG6 反常 重 程 分 


前 面 讨论 过 的 重 积分 中 要 求 积 分 域 D 是 有 界 可 测 区 域 (或 
闭 区 域 ) ,被 积 函 数 在 D 上 有 界 . 车 积分 域 是 伸展 到 无 穷 的 无 界 
域 ,或 被 积 函 数 在 孤立 边界 点 或 边界 曲线 附近 无 界 , 这 时 就 要 引 
进 反 常 重 积 分 收敛 的 概念 ,我 们 以 二 重 积分 为 例 加 以 说 明 . 

定义 18.5 设 D 为 一 区 域 , 它 与 任 一 半径 为 R 的 贺 
ZX? 十 昂 二 及 的 交集 均 可 测 . {DD, } 为 一 有 界 闭 可 测 集 列 ,满足 : 

(1) DCDC…CD,C CDi 

(2) 对 D 内 任 一 有 界 闭 集 下 ,存在 mm, 使 

FCD,. 

则 称 {D, } 为 区 域 DD 的 一 个 穷竭 列 . 


如 为 区 域 0 二 之 十 多 二 1, 取 了,: 证 迄 下 十 时 去 


T 


(1 二 ) (=3, 4…), 则 {D,)? 为 DD 的 一 个 穷竭 列 .又 如 DD 


2 
为 区 域 式 十 之 1, 取 D,: (1 十 元) ry (n=2,3 
…), 则 (D,)> 为 万 的 一 个 穷 竟 列 .事实 上 ,一 个 区 域 D 的 穷竭 


列 有 无 限 多 种 可 能 取 法 . 
定义 18.6 设 DD 为 一 区 域 , 它 与 任 一 半径 RR 的 加 xz? 十 y* 
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二 R? 的 交集 均 可 测 . 函数 f(x, y) 在 D 上 内 闭 可 积 ( 即 在 DD 内 
任 一 有 界 闭 可 测 集 上 可 积 ).{D, } 为 D 的 任 一 穷竭 列 , 若 极限 


lim | f(z, y)drdy=1 
D 


存在 (1 与 穷竭 列 的 取 法 无 关 ), 则 称 反常 积分 人 
由 re， y)dzdy 
收 俩 ,其 值 为 二 记 作 
1= f(z, y)drdy. 


若 上 述 极限 不 存在 , 则 称 反常 积分 发 散 ， 
若 汞 数 |f(x, y)| 在 D 上 的 反常 积分 


|i ee | drdy 
收敛 , 则 称 反常 积分 ||/ (x, y)dzdy 绝对 收 全 


定理 18.10 反常 积分 |/(z，y)dzdy 绝对 收敛 的 充 要 条 
件 是 : 存在 一 个 穷竭 列 {D, } 和 常数 M ,使 对 一 切 n, 有 
fife, lardy < M. 


证 明 证 必要 性 . 对 平面 作 间 距 为 辫 的 平行 直线 网 , 把 包 


含 在 DD 与 xz’ 十 y 二 的 交集 内 闭 网 格 之 和 集 作 为 D,, 显然 
{D,} 是 刀 的 一 个 穷竭 列 . 由 绝对 收敛 ,得 


im | | f(z, ») | dzdy. 
n>oo BD 


存在 . 因此 存在 M, 对 一 切 n, 有 


QD 也 称 为 广义 积分 . 


几 ” 楷 二 十 各 
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由 ee ») 1 drdy< M 


D 


证 充分 性 ,假设 定理 条 件 满足 ,根据 单调 递增 有 界 数列 有 极 
限 , 知 


lm | | f(x, y) 1 drdy =1. 


若 (G,) 是 吕 的 另 一 穷 竟 列 , 设 
lim | | fCz, ») | dzdy = 7, 


只 要 证 [二 了 ,任意 固定 G, ,由 {D, } 的 穷竭 列 性 质 ,存在 m, 使 


G, C D,. 
由 此 推出 
| 1 fez, y) 1 dzdy < | 1 fz, y) 1 drdy, 
进而 有 | 
ez 1 dardy <L. 
因 上 式 对 任意 的 成 立 , 令 w* 十 co ,得 Js 
由 对 称 性 知 
1<J. 
故 [一 由 .证 毕 . 


定理 18.11 反常 积分 
,yardy 
收敛 的 充 要 条 件 为 绝对 收敛 . 
证 明 证 充分 性 .由 反常 积分 绝对 收敛 ,根据 上 一 定理 , 存 
在 DD 的 穷竭 列 {D,}) 和 常数 M, 使 


ye 1 dzdy < M. 


D 
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fr (zx, 9) = 3 fr, y) 1+ f(z, y)], 


f- (x 9) = f(r, 3) |— f(r, y)]. 
显然 有 


Of (rz, y) QI f(zr, y) |， 
Of (zr, y) | f(r, y) |. 
因而 有 
[er Gz, wazdy < 1 flz, 3») 1 drdy < M. 


再 由 定理 18. 10, 知 反常 积分 ||/- (z，?)dzdy 收敛 . 同 理 反 各 
积分 |/ (z，y>)dzdy 收敛 ,所 以 反常 积分 


由 es wazdy = Lf: C2, 2) — f(z, y)Jdrdy 
收 全 

证 必要 性 , 假设 结论 不 真 ,总 存在 穷竭 列 (D, ) ,满足 

| | f(z, ardy>3) 176, y) | dzdy + 2n. 


记 A， 二 D s+1 MD; , 则 有 
由 flz, ») | ray >2) 16, 3) | drdy + 2n. 
因 1/(z, >) =f (z, 3) 十 f- (zx, y), 由 上 面 不 等 式 推出 ,在 
f+(x,y) 和 f- (x, y) 中 至 少 有 一 个 (比如 f+ (x, y)) 在 A, 上 
积分 满足 
上 (z，?)dzdy >| jz， y) | dzdy +n 


存在 A, 的 一 个 分 法 ,使 得 上 式 左边 积分 的 小 和 仍 有 
Pm a > | | fz, y) | drdy tn 
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> 


分 
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让 用 者 汪 十 小 


E> 


这 里 Aol” 是 分 法 元 素 , Aol” 也 表示 元 素 的 面积 , ml” 是 
f+ (zx, y) 在 a ") 人 令 
Ar = U {Ac® | mo > 0). 


在 Ar 上 f(x, y) 王 f+(x,y) 之 0, 所 以 有 
| er, wardy = |f: Cz, y)drdy > Dm ao" 


>j| | f(x, ») | drdy+n. 
D;, 


此 外 ,显然 有 
Ge, ardy >—|| | f(z, 3) | dzdy. 
再 令 GEUD pcecpuorl 2…) ,那么 
由 Ge y)dzdy > n. 


这 样 我 们 求 出 DD 的 一 个 穷竭 列 {G, } , 且 
nn, 


此 式 表 明 f(z， ,) 在 7 D 上 的 反常 积分 是 是 发 散 的 , 它 与 假设 收敛 
矛盾 ,这 了 矛盾 说 明 反 证 法 假设 不 成 立 , 即 反常 积分 绝对 收敛 . 证 
毕 . 

此 定理 说 明 , 对 反常 重 积 分 来 说 ,只 有 绝对 收敛 概念 ,没有 
条 件 收敛 概念 .具体 判断 反常 重 积分 收敛 性 时 ,常用 反常 积分 变 
换 定理 和 反常 积分 化 累 次 积分 定理 . 

定理 18.12 设 G, DD 为 平面 区 域 ,它们 与 以 原点 为 圆心 以 
尺 为 半径 的 圆 的 交集 可 测 (0<R< 十 ce) ,变换 

T; z= Zz(u, v), y= y(u, v), G~—>D 

为 同 胚 变 换 , 且 TE C3(G), 则 下 式 


[es wardy = Ez ©), yu, w)] | Tu, o) | dudv 


230 中 有 一 反常 积分 收敛 , 另 一 反常 积分 也 收敛 , 且 等 式 成 立 . 
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证 明 ” 设 左 端 反常 积分 收敛 , 任 取 G 的 一 穷竭 列 1G,) , 通 

过 变换 T-!; G,>D, ,得 DD 的 一 个 穷竭 列 {D,) ,应 用 第 四 节 中 
重 积 分 变换 ,得 

Jee, drdy = ||f [zu, 0), yu, w)] | Tu, vw) | dudv, 


上 式 令吉, 得 
lim | /rz(u， v), y(u, v)] | J(u, v) | dudv 


= lim ||/ (Cz, y) dzdy 
D 


= | (zr, ydzdy 


这 表明 反常 积分 |/[z(u, 5),y(u, v)] 1 J(u, v) | dudv 存在 ， 


且 等 于 ||/(z， y)dzdy . 证 毕 . 


定理 18. 13 设 DD 为 矩形 区 域 : c<<z<p，c<y<d (2 ，0， 
c, d 可 以 为 无 限 ), 若 累 次 积分 


fas fz, $y) 1 dr <+ 
(faz 1 fx, 3) 1 dy <+~), 
则 反常 积分 |/ (zx, y)dxdy 收敛 , 且 
Jres party = | ore ydz(= | dz f(z, ydy). 


D 


若 累 次 积分 
fa) 1 fz, 1) | dr =+o 


(| ae 3) 1 dy =+ oo), 
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则 反常 积分 |/(z，y)dzdy 发 散 


由 于 此 定理 证 明 较 难 , 恕 不 证 明 . 
例如 DD=(0, 1)X(0，1) ,函数 f(z,y) 定 义 如 下 : 


2， 当 了 = 2 与 0 一 y 挟 去 
f\x, y) 一 (n= 1,2,3, … ;m= 1,2,， 2 ) ， 
0， 在 其 他 各 点 . 


当 yE(0, 1) 固 定时 ,只 有 有 限 个 z 的 值 能 使 f 了 0, 所 以 
| f(z, dz=oyye(oD， 
因而 
[ay| flz, ydzr =0. 
根据 定理 18. 13 知 
re, y)dzdy = 0. 


若 固定 zxE (0, 1), 当 xz 不 是 包工 时 , 则 f= 0, 且 有 | f(z， 


ee ee 


此 可 见 , 累 次 反常 积分 | dz| f(x, y)dy 不 存在 . 
对 函数 f(x, y) 十 f(y, x), 显 然 , 两 个 累 次 反常 积分 都 不 
存在 ,但 反常 积分 仍 为 零 
例 1 讨论 下 列 反常 积分 收敛 性 ,车 收敛 时 求 其 值 : 
dzdy dzdy 
(1 一 -Sci (2) dy . 
) 中 ,Vr 十 并 ) 小 
解 (1) 作 极 坐标 变换 有 


-和 -中 吉 


rx 
0 Vx +y) 0 和 


所 以 w<2 时 ,反常 积分 收敛 , 且 
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dzdy _ 2 
0<x ty < G Ty ) 2—a 
当 a 之 2 时 ,反常 积分 发 散 . 
(2) 因 
| __drdy | = | rdr =| bl 5， 
| Wr +y) Co 


所 以 当 a>2 时 ,反常 积分 收敛 , 且 


由 dzdy 2 ， 
LV 
当 a2 时 ,反常 积分 发 散 . 
例 2 设 D 是 由 曲线 y=zx?, zx? 十 y: 一 1 和 y=0 所 围 成 的 
区 域 (图 18-28). 证 反常 积分 
| dzdy 
由 十 区 


收敛 . 


图 18-28 


证 明 把 D 的 边界 曲线 化 为 极 坐标 下 的 方程 : 


sinb 加 
了 一 og’ ”= 1, 6= 0. 


令 % 是 方程 cos*9=sin6 的 解 , 则 
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| dzdy _ hm 守 中 dr 
并 十 了 0 Rt ” 


Cos 0 


一 ln S9S 940 
0 


sinb0 

因 
第 20 
十 COS 加 _ 
入 ln Si ljn0 (0 一 0)， 
于 的 2 
而 。 所 以 反常 积分 | In sqs5dg 收 伍 , 故 反常 积分 
积 | dzdy 
分 J 十 y 


收敛 . 
通过 上 两 全 看 出 ,二 重 反常 积分 的 收敛 性 不 仅 与 被 积 函 数 
趋 于 无 穷 的 速度 有 关 ,也 与 积分 域 在 瑕 点 处 的 形状 有 关 . 
例 3 讨论 反常 积分 
由 二 5 
(zy 十 2)" 
收敛 性 ,其 中 D: zx 这 0, y 之 0, z 之 0, zx 十 y 十 z<<1. 
解 ” 作 变换 T: x==u(1 一 v), y 二 uww(1 一 w)， 之 一 Uvtw, 它 
把 0 二 wu 过 1, 0<o<1, 0 二 mw<1 一 一 地 映 为 区 域 DD, 变 换 丁 的 
Jacobi 行列 式 为 /二 wv, 因 此 可 得 


中 dzdydz _ = 省 u “vdudvdw 
(z+y +z)" 


0<u<l 
0< mv<1 
0<w<l 


一 | du| do|， wvdu 
0 0 o wu” 


1fi du 

=- 计 , 和 

所 以 当 a<3 时 ,反常 积分 收敛 ; 当 a 之 3 时 ,反常 积分 发 散 . 
例 4 讨论 反常 积分 
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2 
| > dzdy 
1 二 (x 十 ) 
1<vy<-H 
收敛 性 . 
解 因 
2 
| 之 dzdy 
1 十 (T+) 
1 vo 
= a Jy x gy 
] 1 (2 十 只 7 
fr yy | /yy 1 
-| [zy 1 ( Zr) < ja 


-| [> TJ + 
所 以 反常 积分 发 散 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 
1. XER", dV 表示 7 维 体积 微 元 ,讨论 下 列 反 常 积分 敛 散 


性 : 
dV dV 
1 ; 2 7; 
人 Ta 2 | 
3 -一 ~ 
( ) | ry: 
2. 设 D; 区 十 yy 之 1, 0 二 y 过 1, 证 反常 积分 
dzdy 
风 二 yy 
在 D 上 收敛 . 


3. 设 f(z, 3) 满足 
| f(x, y) | F(zr, y), (zx, y) ED. 


反常 积分 rie, y)dzdy 收敛 ,证 明 ; 反常 积分 


le, y)drdy 
收敛 . 
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4. 讨论 下 列 反 常 积 分 收敛 性 , 若 收 敛 并 求 其 值 ; 


D ‖ ， dxzdy 


(Mz y) 


消 照 媳 二 十 小 


x <l 
) 站 In(x: Ty )drdy; 
0<Zx t+y <l 
(3) 由 dzdydz _ 
(Mr yi ) ” 
0<z2+y +e < Ty iz 
(4) 吕 dzdydz 
FT TE) 
tl >》 之 
5. 讨论 下 列 反常 积分 收敛 性 : 
分 (1) | sinxdxdy ; 
I<r<+oo 
0<y< 寺 
2) ‖ 六 dedy; 
0<r<l 
0<y<1 


G3) dzdydz 其 由 成; 1 过 xz 过 十 0, 1<y< 十 co, 0 二 z 
XY Vz 


1 
xy 
6. 求 反 常 积分 
dxdydz 1 
I= (0 hh 1). 
2 i VT 十 十 (z 一 hh)? 


x ty + < 


(提示 : 参见 本 章 4. 3 节 思 考 练习 第 5 题 ) 
7. 求 下 列 反 常 积 分 : 


dzdy 
(1) J (I+r+ty) 


dzdydz 
(2) 下 (1 十 十 yy 十 2) 


亲 + + 去 十 co 


j 别 下 列 反 常 积分 收敛 性 : 
JT EA) cosCr’ ty ) drdy; 


0<r<+oo 
236 0<y< 十 oo 


(2) 1 
I>0, v0 > 
yl 


9. 计算 反常 积分 
| lInsin(x — y)dzrdy. 


Dp 


其 中 是 由 直线 y= 二 0, X= 二 x,y 王 x+ 所 围 成 . 
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第 十 九 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


曲线 积分 和 曲面 积分 可 分 为 两 类 ,一 类 与 曲线 和 曲面 的 定 
向 无 关 , 称 为 第 一 型 曲线 积分 和 曲面 积分 ;一 类 与 曲线 和 曲面 的 
定向 有 关 , 称 为 第 二 型 曲线 积分 和 曲面 积分 . 


S$S1 第 一 型 曲线 积分 
1.1 第 一 型 曲线 积分 的 定义 及 其 存在 性 


先 看 一 个 实际 例子 . 

设 有 一 曲线 型 物体 占有 平面 内 一 曲线 工 , 它 的 两 个 端点 是 
A, 了 3. 工 上 任 一 点 (z，y) 处 的 线 密 度 为 cz，y) ,函数 p(x，y) 
在 世上 连续 , 求 此 曲线 型 物体 的 质量 M. 

如 果 线 密度 o 为 常数 , 工 之 长 为 !, 则 质量 M= 王 2 4. 现在 线 
密度 p(x, y) 不 是 常数 ,我 们 采用 “分 割 局 部 近似 代替 一 一 
求 和 一 一 取 极 限 ” 的 程序 来 解决 . 为 此 ,在 曲线 工 上 依 此 取 点 

A=A,,Ai, A,.……, A,=B, 
把 曲线 工分 成 a 段 , 记 为 ALi 
= AN, ALs = AiAs, i, 
AFL, 一 下 -全 (图 19-1), 每 一 
小 段 的 弧 长 记 为 As ，Asz ， 
…，Ass, 当 弧 长 As; 很 小 时 ， 
AL; 上 各 点 的 线 密度 近似 看 成 
一 常量 ,并 等 于 AL, 上 某 点 P, (6 ，, w%) 处 的 值 ,于 是 AL; 小段 的 
238 ”质量 AM, 近似 为 


冰 漠 焉 村 灯 冰 浊 小 导 ” 姑 过 十 汶 


图 19-1 
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AM, =p(é, 7)AsG 一 1 2，…，7) 
因而 M 近似 为 : 
AT 三 Docs, WOAs; 
令 4) 一 名 ax (As } ,对 上 式 取 极限 即 得 


M= lim 2 pC(é, As. 

定义 19.1 设 鞋 是 平面 可 求 长 曲线 , /(x, y) 在 上 上 天 

义 , 设 L 的 两 端点 为 A， B, 依 此 用 分 点 A= Ao， Al, 机 A 
一 号 将 二 剂 分 成 友 小 段 , 记 为 AL ， Al: ， ”9 AL ，， AL， 的 晨 
长 记 为 As (一 1, 2,…, 7). 在 AL; 上 任 取 一 点 Pi (CS, 7) , 当 


A 二 max {As;} 一 0 时 . 若 和 式 
1 和 im 


Df, 1: ) Asi. 
的 极限 存在 , 旦 不 依赖 于 P; 的 取 法 和 曲线 的 分 法 , 则 称 这 一 
极限 值 为 /(z, y) 在 曲线 上 的 第 一 型 曲线 积分 , 记 作 
jes was 或 Ve 3ds = lim D/CE, PAs. 


车 工 为 闭 曲 线 时 ， 有 时 也 记 作 
和 人 z， y)ds. 
由 定义 不 难看 出 下 列 性 质 : 
分 存在 ,ki ,上 为 常数 , 则 有 f(x, yy) 十 kzg(x, yy) 在 上 上 第 一 
型 曲线 积分 存在 , 且 


| fz, y)+ kig(r, y) Jds 


一 ki jc， y)ds 十 有 2 jet, y)ds. 
(2) Li, Ls 为 可 求 长 曲线 ， 且 工 的 终点 为 L; 的 起 点 


沪 消 副 孜 是 沪 消 沾 隆 ” 民 过 十 澡 


239 | 


屿 漳 国 村 遇 冰 漠 小 属 ” 贡 斗 十 趴 


240 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


f(x ,yy) 在 Li(i==1, 2) 上 第 一 型 曲线 积分 存在 . 令 上 ==Li UL;， 
则 .f(z，y) 在 世上 第 一 型 曲线 积分 存在 , 旦 


je ya- je wr A y)ds. 


(3) 设 f(z， y) 在 可 求 长 曲线 工 一 入 上 第 一 型 曲线 积分 存 
在 , 则 


| rez， y)ds 一 J, y)ds. 
[2 全 


这 是 因为 定义 中 出 现 的 是 小 段 的 强 长 As ,而 它 与 由 A 到 B 对 
L 进行 分 段 , 还 是 由 B 到 A 对 工 进行 分 段 无 关 . 
下 面 来 说 明 当 工 可 求 长 ,函数 f(zx, y) 在 LL 上 连续 时 ,第 一 
型 曲线 积分 存在 . 为 此 , 取 弧 长 ;作曲 线 的 参数 , 记 工 的 参数 方 
程 为 : 
T= p(s), y= Hs) (0 安安 1)， 
定义 中 已 点 对 应 的 参数 设 为 不, 则 


Df, 人 )Asi = 5) /I¢05), YE) JAs;, 
由 于 [0, /J 上 连续 函数 f[g(s),y(s)] 的 定 积分 存在 ,所 以 当 
4 二 max {Asi) 0 时 , f(z, y) 在 L 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 ， 
日 1 委 ; 委 ” 
re = | Fl), ws]ds 0 


1.2 计算 公式 
称 工 为 一 光滑 曲线 , 若 其 参数 方程 
X= Z(t), y= y(t) (a<it<b) 
满足 xz(1), y(t) EC [a, 6], 且 x (i) 十 y*(?) 之 0( 端 点 理解 
为 单 向 导数 ). 光 注 曲线 一 定 是 可 求 长 曲线 . 称 工 为 逐 段 光滑 曲 
线 , 若 曲线 工 可 分 成 有 限 段 ,每 段 为 光滑 曲线 . 
定理 19.1 设 工 是 逐 段 光滑 曲线 ,函数 f(x, y) 在 L 上 连 
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续 , 工 的 参数 方程 为 x 二 x(?), y 王 y(t) (2 委 上 委 0) , 则 


Jf yas = | yz ,ywOJVRT3Od 


证 明 ”由 性 质 (2), 只 要 对 光滑 曲线 证 明 即 成 . 设 工 为 光滑 
曲线 ,已 知 弧 长 有 公式 : 


s= sD) = | VE Fy Dd 


所 以 
s(t) =Vr (t+y (> 0. 
这 说 明 s=s(t) 严 格 递 增 ,把 [a, 5] 映 为 区 间 [0, 如, 且 反 顶 数 
t 二 1(s) 存 在 ,并 在 [0, Lj 上 可 微 . 令 
T= .rt(s)) = p(s5), y= y(t(s)) = Hs), (OEsEL) 
由 1,1 节 Q@ 得 


J Cz ds = rt ws]ds 


对 上 式 作 *= (2) 的 定 积分 变换 , 即 得 
[ez wads = | flz(), yO Fy Cd 


证 毕 . 
注意 ,计算 公式 中 定 积分 的 下 限 总 是 小 于 上 限 . 
例 1 设 L 为 上 半圆 周 z’ 十 二 a (y 之 0), 其 线 密度 p(z， 
一 y, 求 工 的 重心 (5， 5). 
解 ” 由 对 称 性 知 荆 = 0, 7 有 公式 : 
[pe 


L 


ee yds 


locz, y)ds = [ya 一 [asine . adt 一 2a2， 
L 


0 
L 


Le 


{县 业 兴 江洲 且 ” 届 过 二 小 


TT 


沙 民 
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|yelz, y)ds = | 一 | esin’t adi 


L 了 


至 . NA ， 
一 2o| sin2tdt 一 Fe ， 
0 


所 以 
5 一 
例 2 设 工 为 球面 zx? 十 十 xz? 二 a? 与 平面 zx 十 y 十 zx 一 0 的 
交 线 , 试 求 
了 一 |zds 
解法 一 ”曲线 上 如 图 19-2 所 
示 , 先 求 工 的 参数 方程 . 为 此 考虑 正 
交 变 换 
1 
£= lL(r—y), 
顾 ' y) 
7 二 1 
| 
1 过 
5 一 tt ). 
在 坐标 系 Om 中 工 的 参数 方程 为 
é=acost, y=asint, 5¢=0 (0 过 1 过 27), 所 以 在 坐标 系 Oy: 中 上 上 


的 参数 方程 为 


(Zz 十 yy 一 2z)， 


a a a a . 
z= cost 二 一 sint, y = 一 一 cost 十 一 二 sint, 
V2 V6 V2 V6 
2a . 
z=— sint, (0 过 127) 
V6 0 
应 用 公式 得 
2 a a . 2 2 
一 一 一 cosf 十 一 一 iny ) 一 和 na’ 
I [ ( 霹 J adt ga 


解法 二 ”由 对 称 性 知 
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所 以 
一 1 于 jc 十 十 2z*)ds 一 Ey |e 于 。2ra 一 Sea’, 


类 似 于 用 定 积分 求 曲 边 梯形 的 面积 ,我 们 用 第 一 型 曲线 积分 来 
求 曲 边 柱 形 的 面积 . 

例 3 求 柱 面 x? 十 y==az 被 球面 xz? 十 yy 十 二 a 所 截 下 
部 分 的 面积 . 

解 ” 由 对 称 性 ,只 需求 柱 面 在 第 一 象限 部 分 的 面积 ,然后 乘 
4 即 成 . 记 工 : 十 一 ax (y 之 0), 所 以 面积 S 为 : 


9 一 4 —7x—yds 
L 
=4| V2 QZ dz 
0 2 


2 
CC 一 之 


“ dx 
关于 
ava], 


和 解答 下 列 问题 : 
. 给 定 R" 中 光滑 曲线 x: [a, 6] 一 R ,Hz 证明 第 
积分 计算 公式 ， 


joe = | FExC)I 1 x (0) | dr, 
2， 设 平面 光滑 曲线 由 极 坐标 方程 7 一 x(9) (a 三 90<B) 给 出 ， 
证 明 第 一 型 曲线 积分 计算 公式 : 
[re yds = [FLr(0)eos0, r(O)sin9] V7 Fr CO do. 
”3 求 下 列 第 一 型 曲线 积分 : 
(Dj Yes， 工 为 园 周 ?Ya 
(2) |y*ds , 工 为 摆 线 的 一 拱 : z 一 a (1 一 sint),y 一 a(1 


1 
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一 cost) (0 委 改 2r); 
(3) | 十 六 )ds , 工 为 内 摆 线 : x? 十 yf =ai ; 


了 


(4) |zyzds , 工 为 螺 线 : X= 二 acost, y 二 asint, z==0t (0 
i<2r， 0<a<6). 

4. 计算 第 一 型 曲线 积分 : 

(0) |(zy + 十 江 )ds , 工 为 球面 zx* 十 六 十 一 与 平面 


L 


Zz 十 y 十 z 二 0 的 交 线 ; 
(2) |zyds , 工 同 上 . 
5. 求证 第 一 型 曲线 积分 : (及 >0) 
1 


jn 一 一 一 一 一 ds 
ER V(x—h) ty 


2xRIn 去 ， 0<P -<R， 


2xRln 广 ， h>R. 
6. 设 f(x, y) 在 工 上 连续 , L 是 一 闭 的 逐 段 光 滑 简单 曲 
线 , 证 明 : 
1 
， 一 é€, 7)1 ds ， 
u(x, y) 和 7) " J 二 DT 

当 zz 十 y* 一 十 oo 时 趋 于 零 的 充 要 条 件 是 

he, ds = 0. 


(提示 : 考 旧 wz，) 一 Im 三 二 志和 (4 


7.。 求 畏 面 过 十 光一 1 与 刀 十 之 一 1 围 成 立体 的 表面 积 ， 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


$2 第 二 列 曲 线 积 分 

2.1 第 二 型 曲线 积分 的 定义 及 其 存在 性 

先 罩 一 实例 . 

设 有 一 平面 力 场 F， 

F(zx, y) = P(r, y)i+ Q(zr, y)j. 

一 单位 质量 的 质点 由 A 点 沿 曲 线 AB 运 动 到 B 点 , 求 力 场 下 对 
质点 所 作 的 功 . 

若 力 下 为 常 力 ,质点 作 直 线 位 移 1, 则 下 对 质点 所 作 的 功 为 

WS=F.L. 

现在 力 F 的 大 小 和 方向 都 在 变化 ,质点 作曲 线 运动 ,不 能 
直接 应 用 上 述 公 式 ,只 能 运用 熟知 的 程序 来 处 理 . 从 A 点 开始 
在 4 和 上 依 此 取 分 点 

和 一 A4(roy mm)， Ar y1), ", 
4 (Xai, Yr 1), A (Xn, Yr)=B. 
相应 地 把 AB 分 成 段 
A,Ah, AiAh;, “**, AAh. (图 19-1) 
如 果 剖 分 足够 精细 ,每 一 弧 段 A 1Ai(i 二 1，2,…, 四 近似 看 成 
直线 段 , 力 正在 弧 段 4 1A 上 近似 看 成 常 力 ,上 且 为 M; (5， 7 D)E 
天- 全 点 的 力 , 所 以 质点 由 A，, 到 A, 力 正 所 作 的 功 AW, 近似 
AW, SF(E, 1) AAA = P(E, 7)Ar 十 QCG， 7)Ay， 

其 中 Az; 一 五 一 z 1 ，Ay 一 六 一 yi 一 1，2，…，7). 因 而 


W = - Daw, = DP, NAT QE, Wh) AY. 


令 4 为 小 段 直径 中 最 大 者 
人 一 maxdiam (有 全) ， 
T 委 i 祥 1 


则 


冰 沙 于 告 灿 冰冰 小 时 ”二 污 一 小 


245 | 


| 数学 分 析 ( 第 三 册 ) 
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W = lim DJ LPCE, WAz; + QE, n)Ayi]. 
”i=l 


定义 19.2 设 AB 是 一 平面 连续 曲线 ,函数 P(x, y) 在 AB 

上 定义 , 由 A 至 B 依 此 用 分 点 

A= A(zxo, y0), AlCxi, V1), "i, 

A,-1 (Tri Yall) A, (ZX , Yr) =B 
将 AB 训 分 成 小段 , 记 Azxi=z 一 Zi, Ay; 一 一 yy (1 坟 i< 
n). 令 
A= maxdiam (A, 1 A,), 
li<n 

在 每 小 段 ,全 上 任 取 一 点 M;(&，, 录 ) , 当 4->0 时 , 若 和 式 

DJP(E,7)Az(>)P(S，7)Ayr) 

i=1 i=1 


极限 存在 , 且 不 依赖 于 点 M; 的 取 法 和 AB 的 分 法 , 则 称 极限 值 
为 P(x, y) 在 AB 上 关于 x (关于 y) 的 第 二 型 曲线 积分 , 记 作 


je y)dz = lim 2 Ps, 7:; ) AX. 


UPe y)dy = lim Pp, 7D)Ay ) 


党 总 是 把 函数 P(z， y) 关 于 工 的 第 二 型 曲线 积分 和 消 数 
Q(z, 关于 > 的 第 型 曲线 积分 合 在 一 起 讨论 , 记 作 


je y)dz 十 Q(z，y)dy = je ydr+ |Q(z, y)dy. 
A 


类 似 于 第 一 一 型 曲线 积分 人 性质 (1) 与 (2)， 同样 有 关于 被 积 函 
数 的 线性 性 质 , 和 关于 积分 曲线 的 可 加 性 质 . 至 于 第 一 型 曲线 积 
分 性 质 (3) ,说 明 积分 与 曲线 定向 无 关 , 而 对 于 第 二 型 曲线 积分 
正好 相反 ,性 质 (3) 应 为 


JPir tay ~ | Past Qu 


这 说 明 第 二 本 上 级 积分 与 线 定 向 有 关 因 定义 中 Ax;，Ay; 应 
理解 为 后 一 分 点 A; 坐标 与 前 一 分 点 A;-! 坐标 之 差 , 若 取 定 曲 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 

线 册 B 到 A 的 定向 时 , 则 后 一 分 点 4 坐标 与 前 一 分 点 A; 坐 
标 之 差 为 一 Ar ， 一 Ay 故 相 差 一 负 号 . 

讨论 存在 性 时 , 先 考察 AB 是 连续 曲线 , 且 由 显 方程 
y 二 f(x)ECLla, 6] 给 出 , A(a, f(a)), B(5, f(b)) 为 起 点 和 终 
点 ,函数 P(x+，y) 在 AB 上 连续 , 则 

2 PE, 7 ) Ax:; = 27P(6， CE))Azri， 

由 VAz 十 Ay? 之 Axi, 推 出 4= max diam (Ai1A) 一 0, 必 有 
AH— max {Az )} -一 0, 故 得 


je y)dz = lim 2 Ps, 及)Az 


一 lim 2 PS, FE))Arzi 


= | Pz, f(z)) dx. 


这 说 明 P(z，y) 关 于 z 的 第 二 型 曲线 积分 存在 , 且 等 于 连续 函 
数 PLz，F(z)] 在 la, 5] 的 定 积分 .但 得 不 出 P(x, y) 关 于 > 的 


第 二 型 曲线 积分 存在 . 如 可 构造 yf(z) ,使 | dy = 十 c， 
使 
若 A 了 是 可 求 长 曲线 : z=z(1), y=y(1), (a<tb) t=a 
对 应 于 A 点 , t=6 对 应 于 B 点 . 函数 P(z, y) 在 AB 上 连续 ,这 
时 第 二 型 曲线 积分 一 定 存在 , 且 
[Plz, yar = | PrzGo， >(D]dz(D， 
金 


[pz, ydy = | P[zG)， ydy() 


分 
上 面 右 端 积分 称 为 Riemann 一 Stieltjes@ 积分 ,这 里 我 们 不 对 此 
积分 进行 讨论 ， 


@ 斯 蒂 尔 切 斯 (1856 一 1894). 
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2.2 计算 公式 


证 计算 公式 前 , 先 来 证 一 引 理 . 
设 AB 为 连续 曲线 ,其 参数 方程 为 : 
I= Zz), yy 一 yb (a<iteb) 
1 一 4 对 应 于 起 点 A ,t=6 对 应 于 终点 B. 认为 曲线 4B 是 逐 段 
一 -的 . 即 [a, 6] 与 4 访 均 可 分 成 有 限 段 ,对 应 段 之 间 映 身 
二 X(t), y 二 y(t) 是 一 一 的 . 
现 对 [a, 6] 作 一 分 法 A: 
a=to < it =b. 
相应 有 AB 的 分 法 
A= Ao(zo, y0), AI(Czy)，…， 
Ari Tri, Va) Ar Xs, yr) = B. 
其 中 z==z 4), yi 二 y(ti), (i 二 0, 1,…, n). 反 之 ,曲线 4 户 有 
一 分 法 ,由 于 曲线 是 逐 段 一 一 的 ,相应 可 得 [a, 5] 一 个 分 法 A， 
记 


人 一 maxdiam (及 全) ，A 一 max (At }. 

引 理 19.1 4 一 0 的 充 要 条 件 为 />0. 

证 明 若 j>0, 由 z(t), y(?) 在 [a, 6b] 上 的 一 致 连续 性 , 容 
易 看 出 4 一 0. 

反之 , 若 40, 要 证 0, 假 设 x 站 0. 总 可 找到 AB 的 一 串 
分 法 ,相应 地 有 [a, 5] 一品 分 法 {A ) ,对 每 个 分 法 A ,有 一 区 间 
[tw-1， ti ] ,满足 : 

io — txn-1 之 $0> 0, 


而 

diam (Ain Ain )—> 0 (2 一 co)， 
由 有 界 序列 必 有 收敛 子 列 ,无 妨 设 

tw > t,tin > (nto0). 


于 是 有 六 一 : 宇 6>0, 而 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 了 加 
diam (A,A; ) 一 limdiam (Aiw 1 A ) — 0., 
这 表明 映射 + 二 x(1), y==y(7) 把 区 间 [z', 六] 映 为 曲线 上 一 点 ， 
它 与 曲线 是 逐 段 的 相 了 矛盾 . 故 反 证 法 假设 不 成 立 , 即 ux 一 0. 
证 毕 . 
定理 19. 2” 设 AB 为 一 逐 段 光 滑 曲 线 , 其 参数 方程 为 
ZX 二 X(t),y 王 y(t1) (4a 信 1 人 06), 参数 1 二 a 对 应 起 点 A ,参数 上 一 6 
对 应 终点 B, 了 水 数 P(x，,y) 在 AB 上 连续 , 则 


Per ydz = | PLz(), y(2) Jz' (de, 
化 


[Per way = | PtzG yy Cae] 
分 


岂 弹 到 性 朵 站 浊 汶 轩 ”者 寺 十 泪 


证 明 无 妨 设 AB 光 滑 .对 AB 依 此 取 分 点 : 
A= Aol(zo, yp), Ai(ri, y1), , 
4 Tai1, Ya-1), As xr, y1)=B, 

相应 地 得 区 间 [a, 5] 一 个 分 法 A: 

QQ 一 加 所 太志 < 所 太一 20. 
其 中 心 ==z()，y 一 (6) (i=0, 1,2,…, 站 ,又 在 -全 上 
任 取 一 点 Mi (6 ,， 7) , 令 为 对 应 于 M; 的 参数 值 , 即 
f= Tr), = yr), TE [t,tij. 一 1，2，…，7) 
则 有 

SPE, bi) Ax: 


一 1 


= DPCrCr), yr)) Lr(t)— z(t )] 


i=1 


= PD PCrCr), yr) zr (TAti(T € [ten, ti]) 
一 | 


= >?PCz(n)，y(n)D)zr (TAs 
一 上 


十 DPCr), y(t) Lx’ CD) 一 zs)]An 240 
= ~ | 
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一 了 十 天. 
令 4= max diam (有 -一 全 )， 4 一 max {Ati}. 由 引 理 和 函数 
P(xz(t), y(t))x (t) 在 [a, 6] 上 连续 ,我 们 有 
limh = lim DP (zr), y(t) rr)Ar 
一 0 “0 1 


= | Pr), y(1)) x (1) dt. 


又 因 P(x(1), y(1)) 在 [a, 6] 上 有 界 , x (zt) 在 [a, 6] 上 一 致 连 
续 , 我 们 有 


limL, = liml, = 0. 
这 就 证 明了 极限 
lim DPeé, 1: )Az; 
存在 , 且 和 
JPCz, ydr = | PCz(D，yGD)z (Dd 证 毕 . 
若 在 定理 条 件 下 ,再 假定 函数 Q(z, y) 在 AB 上 连续 , 则 有 
[Pazt+ Qady = | [Pz(t), y(t))z’() 
多 


Q(z(1), y(1))y (1) Jdt. 
注意 ,公式 中 与 起 点 对 应 的 参数 为 下 限 , 与 终点 对 应 的 参数 为 上 
限 . 


例 1 计算 曲线 积分 


I = | +y)dz+4zydy， y 
A 
(1) 6A 为 上 半圆 周 : x? 十 y==azr 
(y 宕 0). 
(2) OA 为 z+ 轴 上 线段 O4， 5 5 二 
解 (1) OA 的 参数 方程 为 x 二 x， 图 19.3 


y 二 Vax 一 + (0 人 + 全 a) (图 19-3)， 
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起 点 O 对 应 于 zx 二 0, 终 点 A 对 应 于 rz 二 a. 所 以 
了 一 [ez 十 2x(a 一 2x)ldzr = | Ge 一 4z2)dz 一 邱 


若 取 OA 的 参数 方程 为 z= 多 (1+cost), y 一 和 sint (0<! 志 
7) ,起 点 对 应 1 一 x, 终点 对 应 1 一 0, 所 以 


了 一 [azdz + 4zydy 
A 


一 = | [$a 十 cost) 全 sint ) 


二 a? (1+eost) sint( cost ) ja 


乞 . 
(2) 直线 段 04 的 参数 方程 为 : + 一 +, ?一 0，(0 巡 z<a) 所 以 


了 = | dz 一 入. 
此 例 说 明 ,曲线 积分 的 值 不 仅 与 被 积 数 函 数 有 关 ,还 与 路 径 有 关 . 


Q3 0 . . 
一 | (sint 一 2sintcos2t )di = 


例 2 计算 曲线 积分 了 
| 
了 =: Jercosydz 一 esinydy， 
其 中 工 为 (1) 折线 O4B; (2) 直线 段 Na 
OB. (图 19-4). 0 Ni 
解 (1) 折线 OAB 的 方程 为 : 图 19-4 


z (0 入 zx 并 子 )， 
了 一 元 
区 一 并 (z <zx<"). 
所 以 
7 一 | er(cosz — sinr)dz 
0 


+ 有 efcos(r 一) 十 sin(m 一 工 )]dz 


池 消 党 了 且 ” 神 过 十 流 
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一 ercosz| 十 ecos(T 一 工 ) 的 一 er 一】 
(2) OB 的 参数 方程 为 x 二 z+, y 一 0 (0 委 z 委 r) ,所 以 
[一 | edr=el; 一 e" 一 1. 
0 


此 例 说 明 , 有 些 曲线 积分 的 值 只 与 被 积 函 数 和 路 径 起 点 , 终 
点 有 关 ,而 与 路 径 取 法 无 关 . 


2. 3 两 种 类 型 曲线 积分 之 间 的 联系 


给 定 光滑 曲线 AB, 其 参数 方程 为 : 
T= X(t), y= y(t, (ateb) 
1 一 4 对 应 于 A 点 ,上 一 /对 应 于 如 点 .由 曲线 的 方向 决定 曲线 上 
每 点 (x, y) 处 单位 切 向 量 * 的 方向 . 7 的 方向 余弦 记 为 cos(Y， 
xX)，cos《T,，y), 其 中 《Tt, x)《T, y) 分 别 表示 向 量 z 与 坐标 向 量 
i, J 的 内 积 , 用 参数 表示 有 


(= 上 
I /OFT ds 


y(t) dy 


(Tt, y) = 一 一. 
TT ds 


所 以 得 到 
|Paz+ady 一 |[Peos(r， x) 十 Qcos(T，y) |ds. 
全 人 钨 


这 就 把 被 积 函数 为 P, Q 的 第 二 型 几 
曲线 积分 ,化 为 被 积 函 数 为 Pcos(Yt， 


| 
x) 十 Qcos(r， 乡 的 第 一 型 曲线 积分 . NN 
上 式 所 以 成 立 , 确 切 地 说 是 因为 通过 ”| 《*-- 


计算 公式 ,得 到 的 是 同一 个 定 积分 . 


曲线 上 点 (z，?) 处 的 单位 法 向 .4 
量 记 作 n, 且 使 n, + 成 右手 系 (图 6 
19-5). 由 图 看 出 图 19.5 
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cos(n, xX) = cos(T, y), 


cos(n, y) 一 一 cos(T, x). 


所 以 第 二 型 曲线 积分 也 可 化 成 如 下 的 第 一 型 曲线 积分 
|Pdz+ady 一 | [ecoso， X) 一 Pecos(n, y)]ds. 
爹 仿 


类 似 有 
|Paz+ Qdy + Rdz 一 | 5Peos(r， 2XZ) 十 Qcos(T，y) 
多 全 


十 Reos(T, z) ]ds. 
例 ”计算 曲线 积分 
1= [(y—z)dzt (2—z)dy+ (zr—y)de, 
其 中 工 是 球面 zx! 十 yy 十 x 二 a? 与 平面 zx 十 y 十 z 一 0 的 交 线 ,从 


z 轴 正 向 看 工 取道 时 针 方 向 (图 19-2). 
解法 一 ” 取 工 的 参数 方程 为 


a a . 
= -一 cost 十 -一 SInt， 
Tx 万。 让 sm 
a a . 
一 一 一 一 COSt 十 一 一 sint， 
> 万 V6 
= 一 22 sint (0 过 1t < 27), 
V6 
所 以 
2r a 3a . a . a 
= 一 一 一 cost 十 一 二 sint | 一 一 一 sint 十 一 一 cosi 
| | V2 V6 )( V2 V6 ) 
3a . a a  ， a 
十 (一 si id 。 (cd 


十 (ra (- 兴 ov] ja 


-| a (V3sin?t 十 V3cos2t )df 一 一 2 V3ra2. 
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向 量 为 
N=itj+k, Ni 一石 十 好 十 欢 ， 
所 以 工 的 切 向 量 了 为 ， 
T= Ni XN 一 (z 一 yii 十 (zz 一 z) 了 十 (> 一 工 ) 大 ， 
由 图 19-2 可 看 出 的 方向 与 的 定向 一 致 ,由 此 得 
(z 一 y) 十 ( 工 一 zx) 十 (一 工 ) 天 
VET Tr Ty 


了 一 [Gascon xX) 十 (z— 7x)cos(T, y) 


十 (x—y)cos(T, z) 1]ds 
Ga) (ex) + (zy) 
LV(y—z) 二 (z—zx) 二 (zy) 


ACT EC 
= |/ Ty Te TY 


— | V3ads =— 2 Vara’ 。 
介绍 第 三 种 解法 前 ,注意 到 若 定向 曲线 工 位 于 曲面 
z= f(r, y) 
上 ,记过 在 Orzy 平面 上 的 定向 投影 曲线 为 L1, 则 空间 曲线 积分 
可 化 为 平面 曲线 积分 : 
|Paz + Qdy + Rdz 


一 Pz, y, f(r, y)]dr+i+ Q[z, y, f(x, y)l]dy 


Ll 


+ et, y, f(z, 1 (Fdr + ddy). 


事实 上 , 设 工 i 的 参数 方程 为 一 zx(1), y=y(t), (aep), 
L 的 参数 方程 为 += 二 x(t), y= 二 y(2), z= 二 =f[zx(1), y(t1)] (ao 委 上 魏 
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及. 利用 曲线 积分 计算 公式 即 知 上 面 等 式 成 立 . 
解法 三 ” 因 曲 线 工 位 于 平面 的 > 二 一 x 一 y 上 ,所 以 
T= [yt+zty)drt (zy zr)dy 
(ry) (dz—dy) 
一 [3ydz — 3zdy = 6 ， 3 Jzdy ydx 


二 一 6XL 所 围 区 域 的 面积 二 一 6 . -xa? 
V3 


= —2V3na’. 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 是 定向 闭 曲 线 ,根据 定义 说 明 线 积 分 和 (z)dz 
+ Q(y)dy +R(z)dz = 0. 

2， 利用 隐 函 数 存在 定理 和 有 限 履 盖 定 理 , 说明 AB 是 光滑 
曲线 时 , 必 是 逐 段 一 一 的 . 

3， 求 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 

(1) [ydz 一 zdy ,其 中 4B 为 连接 A(1, 1), B(2, 4) 的 直线 

全 


段 ; 
(2) | 一 zzy)dz 十 (y 一 2z?y)dy ,其 中 AB 为 连接 


个 
A(0, 0)，B(2, 4) 的 抛物 线 y=x?; 


(3) | (二 3)dz 十 zydy ,其 中 AB 为 连接 A(0, 0)，B(2， 
多 


0) 的 折线 y 一 1 一 |1 一 zx|; 
(4) Per: 十 )dr 十 (Zz 十 y) dy , 工 为 圆周 zx? 十 y* 一 ax， 


取 逆 时 针 方向 . 
4、 计 算 第 二 型 曲线 积分 


藻 表 且 是 中 消 小 匡 ” 崔 过 二 小 


小 
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1 = = 2dz 
z+y 


(1) 工 : 十 二 a? ,取道 时 针 方向 ; 
(2) 工 : jzx| 志 1, |y| 志 1 的 边界 , 取 逆 时 针 方 向 . 
5. 计算 第 二 型 曲线 积分 


T= b=. 
1 工 十 区 


积分 路 径 工 同上 题 . 
6. 设 P, Q 为 4B 上 的 连续 函数 ,光滑 曲线 4 记 有 长 度 /, 证 
明 : 
fpart adr|<M. 1， 
全 


其 中 M= ,max ‘oP +Q. 
7. 尿 咎 列 第 一 型 曲线 积分 : 
(GD | (zdr+(y 一 z)dy 十 (z 一 z)dz， EB 为 连接 A(0， 
仿 
0, 0) 和 B(1, 1, 1) 的 曲线 =t, y 一 ,2 二; 
(2) [ydr +t edy+ dz, A 为 连接 A(a, 0, 0) 和 B(a， 


仿 
0, 2x7) 的 曲线 z= 二 acost, y 二 Bsint, z=rt (a, B,r 为 正 数 ). 


8 求 第 二 型 曲线 积分 
1= [Gdrt (ez)dy+ (zr—»)de. 


其 中 工 是 柱 面 z? 十 y= 二 1 与 平面 xz 十 y 十 x 二 0 的 交 线 ,从 > 轴 
正 向 看 去 , 上 沿 道 时 针 方 向 . 
9. 求 第 二 型 曲线 积分 
I = | — xz)dr+ (Cz — zx)dy+ (zr — yy )dz, 


(1) 上 为 球面 三 角形 zx? 十 十 二 1, x 之 0, y 之 0, z 之 0 的 
边界 线 ,从 球 的 外 侧 看 去 , 的 方向 为 逆 时 针 ; 
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(2) 工 是 球面 x 十 y 十 xz? 二 a* 和 柱 面 zx? 十 y* 二 ax (a 之 0) 
的 交 线 位 于 Oxy 平面 上 方 部 分 ,从 垃 轴 正 向 看 去 , 工 的 方向 为 
顺 时 针 . 


S3 曲面 面积 
3.1 由 显 方程 表示 的 曲面 


设 曲面 S 由 方程 
z= f(x, y), (x+, y) ED 

给 出 , D 是 有 界 可 测 闭 区 域 , f(x, y)E CO (D) ,这 时 称 5 为 
光 背 曲面 , 记 

plz, y) 一 世 ， 


曲面 S 上 每 点 有 法 向 量 
于 一 一 在 一 dg 十 K， 
因而 S$ 上 每 点 有 切 平面 存在 ,我 们 用 局 部 以 切 平面 近似 代替 曲 
面 的 办 法 来 定义 光滑 曲面 S 的 面积 . 
为 此 作 D 的 一 个 分 法 A= {Aol，Aoz ，…，Ao,), 元 素 Ao; 
的 面积 也 记 为 Ao; (i 二 1, 2, …, 7). 相应 地 得 到 曲面 S 的 一 个 
分 法 


{AS1, AS;, .…, AS,}, 
使 AS; 在 xOy 平面 上 的 投影 为 Ao;(1 志 i 志 n). 在 AS; 上 任 到 一 
点 Mi(&, 人 六， 丰 (S，1)) ,过 点 Mi; 作 S 的 切 平面 , 记 作 无 ,在 这 
个 切 平面 x; 上 , 取 一 小 块 AS? ,使 它 在 Oxy 平面 上 的 投影 也 为 
Ac ,对 AS* 可 以 谈 面积 ,其 面积 仍 记 为 AS (1 委 ; 委 2 . 当 分 法 
充分 细密 时 ,面积 AS* 近似 看 作 AS; 的 面积 ,和 数 


近似 于 S 的 面积 , 当 | 外 Al -0 时 , 若 上 述 和 数 有 一 确定 的 极限 ， 
不 依赖 于 点 M; 的 取 法 和 DD 的 分 法 , 则 称 此 极限 为 曲面 S 的 面 
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积 . 
从 这 个 定义 出 发 ,我 们 来 推导 曲面 面积 公式 ，M 点 的 法 自 

量 为 

ni = Ppl, ni— q(t, 7)i+k, 
所 以 

1 加 
VITPpE, mn) Fae, mm) 
因 平 面 x 与 坐标 平面 Ory 的 夹 角 ( 即 法 向 量 间 的 夹 角 ) 为 《n， 
z) ,所 以 有 


COs(N;, 2) = 


Ao; = cos(n;, +)AS7 ， 
或 


=~V1+p(és, 入 六 十 CE， 六 六 Ac (i= 1, 2,.… ,1). 
于 是 得 到 


S 一 lim As: 


1Al-o ff 


= lim , DITIE, 1) q(t, 7) Ao,. 


iaif— 


由 连续 函数 的 可 各 性 ,上 述 极限 存在 , 故 曲面 面积 存在 , 且 
S = vi 十 pp: 十 gq drdy. 


公式 也 可 写成 
dzrdy 
3= ) cos(n, Zz)” 
车 允许 S 的 法 向 量 取 作 
n= fi+ai—k, 


这 时 cos( 严 ， z) 为 负数 ,Ao; 二 | cosln;, z) | A9: ,最 终 公 式 应 改 
为 : 


Ss -J dzdy OD 


cosn, z) | 


例 求 曲 面 az==xy 包含 在 圆柱 x? 十 y= 二 a? 内 那 部 分 的 面 
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积 (a 守 0). 
解 一 本 zy， D; 式 十 y: 芝 a?. 因 


plz, y) 一 之 ， q(x, y) 一 工 ， 
a a 


所 以 


s= [Vir (2) +(F) aa 
= Ee Te ty drdy 
= 4 dg Va Trar 
QJ0 0 


=3ra’ (2V2—1). 


3,2 ”由 参数 方程 表示 的 曲面 


设 曲 面 S 由 参数 方程 
T= ZX(u, 0), y= yu, v), z= zu, v), (u, v ) ED 中 


给 出 , D 为 有 界 可 测 闭 区 域 ,函数 在 D 上 属于 CW ,在 D* 上 上 单 
时 , 且 Jacobi 和 矩阵 

Te Ju Zu 

[~ 


在 D' 上 每 点 的 秩 为 2, 则 称 S 为 光滑 曲面 . 记 


9(y, z) 9(z, x) g(x, y) 
A BT a DD C7 0 vy © 


由 于 每 点 秩 为 2, 行列 式 A, B,C 中 每 点 至 少 有 一 不 为 零 , 故 S 
在 每 点 有 法 向 量 
n= Ai+i+Bi+i+C, 
且 法 向 量 在 S 上 连续 地 变化 . 
定理 19.3 设 S$ 是 由 参数 方程 人 表示 的 光滑 曲面 , 则 其 面 
积 S 存在 , 且 


六 剂 轩 配 果 冰 测 小 壬 ” 博 二 十 如 
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ET 
Ss =|| ArFB iCdudy, ©® 
D 


其 中 A, B,C 由 @ 式 给 定 

证 明 ”在 DD 内 部 作 一 闭 区 域 

D. = {PE€D:; dist(P, aD) 守 el 
(图 19-6) ,与 D. 对 应 的 曲面 记 为 S., 先 证 


s. =| VATTBTICdud. ©@ 
D. 


任 取 一 点 P(u, v)E€ED., 因 A, B,C 19-6 
中 至 少 有 一 不 为 零 ,不妨 设 


_ 9(zx, ») 
C= a(u, v) ,天 0， 


根据 反 函 数 存 在 定理 ,存在 P 点 名 U,CD" 和 xy 平面 上 邻 域 
V， 变换 


人 v) UsoV 
y= y(u, v) 
同 胚 , 反 男 数 
和 = u(x, y) .VU 
v= v(x, y) 


在 了 上 属于 C 类. 记 S 上 与 Up 对 应 的 部 分 记 作 Ss, 则 曲面 
Sp 可 用 显 方程 表示 : 

z 一 zx[x(z，y)，uw(z，y)] = f(x, y), (rx, y) EV. 
由 本 章 3. 1 节 @ 得 


Sp -J drdy 


| cos(n, z) | 
对 上 式 作 二 重 积 分 变换 ,得 
Sp = ! [LC] dudv_ = 上 | MXz 二 可 下 Cedudu  ® 


Teosln, z) | 


如 果 在 Up 上 A 或 B 关 0, 我 们 同样 可 得 上 式 . 
现在 考虑 闭 集 D. 的 一 个 开 覆 盖 
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‘Up: PE D.), 
由 有 限 惟 盖 定 理 , 存 在 有 限 个 Up 盖 住 D., 把 这 有 限 个 记 作 
(01 ,UU ,，…, U,》, 去 挥 重 痊 部 分 ,把 D. 分 割 成 有 限 个 邻 域 之 
和 


一 UU: » 
i=1 
m1 
其 中 Ur =U) ND., Uz = (U;\U'i) ND.,, 机 Us =[U,\ UU:] 
间 D.. 记 S 上 与 Ui 对 应 部 分 为 Si , 因 U7 CU; 与 加 得 
= | VATTB TOdudy (i=1,2,.,n). 


所 以 有 


Ss. = -> | VA FB FC dudv 


= 7 Br TFC dudv. 
De 
最 后 令 e->0, 即 得 
Ss= ly 二 BF 二 Cdudv，。 证 毕 . 
D 
利用 向 量 运 算 ,可 得 面积 的 另 一 表示 式 . 


必 


rs 一 xi 十 yo 十 zK ,rs 一 过 十 yoj zk. 
则 
A:+4+B+C = |r xr|: = |r ?|r,|’ (sin(r,, r,)): 
ri|? |r, | (1—cos:(r,* r,)) 


rr, | Cr, ， ru)2， 


E=r,:r,=7x +y 二 zi, 
je 二 十 yr 十 儿 ， 
F=r :r= XT Yoys az,. 
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则 
Ai+B C= EG F, 


SS= jv — F’ dudwv. 
Dp 


例 1 求 球面 十 十 x 二 R? 的 面积 . 
解 ” 球 面 的 参数 方程 为 
x = ReosOsing, y = Rsin0sinp，z = Recosp， 
D= 1(9, 0):0 委 0 委 2x, 0 委 92 委 下 . 


re 一 〈 一 Rsin0sinp， 尺 cosbsinp，0 ) ， 
ro = 〈( 尺 cosbgcosp，Rsingcosp, 一 Rsinp) ， 
所 以 
E= Rsing, F=0,G= R’. 
应 用 公式 @ 得 
SsS= |[vEd—F dbdp = [le:singdoay 
b pb 


2mr 
一 R:| dl sinpdyp = 4T 尺 : . 
0 0 


之 


、 zx? yy 2 
例 2 求 椭 球 面 + z=l 的 面积 ， 
解 ” 椭 球面 的 参数 方程 为 
X= acostsing, y = bsinbsing, z = ccosy, 
D= {1(0, 9): 0 委 0 委 2r， 0 委 9? 委 天 |. 


re = (— asinOsing, bcosOsing, 0), 
ro = (acosOcosp, bsinbcosg, 一 csing). 
所 以 
A =— cosOsin’g, B=— acsinbsin’g, C =— abcosgsing, 
应 用 公式 @ 得 
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9 一 see asin0)c2sin2p 十 abcoszpsinpd0dp， 
当 a, 6, c 两 两 不 等 时 ,这 个 积分 积 不 出 来 ( 即 无 初等 原 函 数 ). 
当 a==6 时 可 求 出 面积 S 


2 2 2 
C 2 十 Ve&- 一 ( 
a 十 3 zln ,a>ce, 
a —c Cc 
S 一 2rc 
2 2 2 
C VC 一 C 
a 十 arcsin ，a < ec. 
c“ 一 4 Cc 


3. 3 ”连续 曲面 的 面积 


为 了 说 明 应 如 何 给 连续 曲面 定义 面积 , 先 来 看 一 著名 的 
Schwarz 例子 . 

给 定 一 个 半径 为 1 高 为 1 的 直 圆 柱 面 S. 我 们 用 下 述 方 法 
构造 一 内 接 于 此 柱 面 的 多 面 形 . 将 柱 面 的 高 分 为 m 等 分 ,过 每 
一 分 点 作 平 行 于 底面 的 平面 ,于 是 在 柱 面 上 得 到 m 十 1 个 圆周 
(包括 上 、 下 两 底 的 圆周 在 内 ). 将 每 一 圆周 分 成 ”等 分 ,使 上 
一 圆周 的 分 点 位 于 其 下 一 圆周 的 弧 的 中 点 上 方 .由 所 有 这 些 
弧 的 缠 以 及 连接 弱 的 端点 到 其 上 一 圆周 和 下 一 圆周 上 相 邻 分 
点 的 线段 作成 一 些 三 角形 ,这些 三 角形 总 数 是 2mn 个 ,并 且 都 
是 全 等 三 角形 . 这 些 三 角形 总 和 构成 直 圆 柱 面 S 的 内 接 多 面 


形 2),, (图 19-7). 
CC < 
A NAY 
.PX 


图 19-7 
现 来 求 多 面 形 >)， 的 面积 . 因 三 角形 的 底 为 弦 长 2sin 并 ， 


堪 过 十 名 
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六 湛 到 本 上 阔 强 洲 导 二 填 十 汶 


AB -VA TB -eco + 训 


2 
一 /| i 
二 me tsin 元: 


故 多 面 形 3，， 的 面积 为 


>») 一 2mnsin 工 /二 十 4sin; 工 
mp nNm 2n 
= 2nsin 于 用 二 4m? sin’ 工 . 

n 2n 


如 朵 取 mm 十 co, 则 lim > = 2x, 即 得 曲面 S 的 面 


积 ; 如 果 取 m= ; 则 lim 2 二 2m /1 十 ， 如 果 取 mm 二 7 ， 
则 lim > 。 一 十 ce, 这 是 因为 当 m=m 很 大 时 ,内 接 多 面 形 的 
每 一 三 角形 几乎 处 于 水 平 位 置 , 跟 圆 柱 面 的 切 平面 几乎 垂直 ,所 
以 >),, 的 面积 可 以 无 限 增 大 . 
但 从 上 面 讨论 看 出 
2D),, > 2nsin T, 


得 m, n 习 十 2 时 的 下 极限 为 2r: 


六 全 十 c 
二 


这 样 我 们 可 以 引出 连续 曲面 S 面积 的 定义 : 设 S 为 一 连续 
曲面 ,S, 表示 一 个 由 三 角形 构成 的 内 接 于 S 的 多 面 形 , 令 
dr=dist{P, SA}, 4 二 maxdr , 则 称 


limSa 


LDO 


为 S 的 面积 ,如 果 下 极限 为 十 ce, 则 称 S 的 面积 不 存在 . 
如 果 限 制 多 面 形 S。 中 每 个 三 角形 的 内 角 大 于 a(a 之 0), 则 
连续 曲面 S 的 面积 也 可 用 上 极限 来 定义 


S 二 一 limSA . 
d0 
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思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 D 为 有 界 可 测 闭 域 , fEC(D), fEC"(D") ,车 对 ， 


2f 在 D 上 反常 积分 收敛 , 则 仍 可 定义 曲面 面积 为 


S 一 Wr 1 十 (2) dzxdy. 


ona ps 
若 给 ,， 针 在 D 上 反常 积分 发 散 , 则 曲面 面积 不 存在 . 考察 


例子 , D: 0<zx<1, 0<y<1, f(x, y)=xsin 站 

2. 求 球面 十 y 十 xz* 二 a? 被 柱 面 x 十 y* 一 ax 截 下 部 分 的 
面积 

3. 求 球面 x 十 十 z? = 二 a? 包含 在 柱 体 x 十 yy 志 1 (a 之 1) 
内 那 部 分 的 面积 . 

4. 求 曲面 >=V23zy 被 平面 zx 十 ?> 一 1，z 一 1，y 一 1 所 鹤 下 
的 那 部 分 的 面积 . 

5， 求 曲面 好 += 计 < , V2z 十 z 一 2a (a 之 0) 所 围 成 立体 


的 表面 积 . 

6. 求 曲 面 x: 十 y= 二 1, x 十 z? 二 1, 十 z: 二 1 所 围 成 立体 
的 表面 积 

7. 求 环 面 工 = (6 十 acosg) cosb, y= (6b 二 acosg) sin0， 
xz 一 asinp (0 过 a 二 5) 的 面积 (0 夺 0 和 2x, 0 守 g 寺 27). 

8. 求 螺旋 面 X+==rcosg, y= 二 rsing, z= 二 hy (0 人 ra, 0 
魏 2r) 的 面积 . 

9. 设 曲面 S 由 隐 郊 数 F(r, y, zx) 二 0 表示 , S 可 一 一 地 投 
影 到 zxOy 平面 上 区 域 D, FF 属于 CO" 类, 证明 : 


VF 
s=|| 了 = Ht drdy, 
) - 


沪 灌 到 隔 虹 淮 消 泌 孜 ” 寞 寺 一 泊 
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§4 第 一 型 曲面 积分 
4.1 第 一 型 曲面 积分 的 定义 及 其 计算 
求 已 知 面 密度 的 曲面 形 物 体 的 质量 时 ,须要 引进 第 一 型 曲 


面积 分 的 概念 . 
定义 19.3 设 S 是 可 求 面积 的 连续 曲面 , f(x, y, zx) 在 S 
上 定义 . A= {ASi, AS, …，AS,} 是 S 的 一 个 分 法 (记号 AS 


也 表示 集合 的 面积 ) ,在 每 一 个 AS; 上 任 取 一 点 Mi;(&, np, 5) 
(z 一 1， 2 ， ”9 n), 令 
站 Al = max {diam (AS:) }， 


若 下 述 极 限 存 在 : 
i me, DCE, %, 8)AS; 一 个 


且 不 依赖 于 点 M; 的 取 法 和 3 的 分 法 , 则 称 了 是 A(z, ,zx) 在 3 
上 的 第 一 型 曲面 积分 , 记 作 


I=|re， y, 2z)dS. 
也 称 f(x，y, z) 在 S 上 可 积 . 
特别 地 , 当 f(x, y, z) 三 1， 上 es 就 是 邮 面 s 的 面积 . 车 


f(x，y,z) 为 S 的 面 密度 , 则 上 /f(x,y, x)dS 就 是 S 的 质量 . 

如 果 函 数 f(z，,y,z), g(x, y,z) 在 可 求 面积 的 曲面 S 上 
可 积 , 则 有 性 质 : 

Greyds 一 所 | ras+ 忆 jgas ,其 中 心 , 和 为 
常数 ; 

(2) 若 S 可 表示 成 两 个 可 求 面积 曲面 之 和 集 , 即 $= SiU 
sS, , 则 
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es =Jiastlas. 


定理 19.4 设 $S 是 光滑 曲面 ,其 参数 方程 为 
X= x(u, v), y= yu, v), z= z(u, v), (u, v) EE DO 


又 设 f(x，y, =) 在 S 上 连续 , 则 积分 yee, y，z)dS 存在 , 且 


es ds = 由 rz ooeoszeo ©)] 


VA’'+B TC dudv, 
其 中 A, B,C 见 本 章 3. 2 节 人 @ 式 . 
证 明 先 设 @@ 是 DD 到 S 的 单 叶 映射 . 任 取 S 的 一 个 分 法 
Ai 二 {AS1, AS; ,…, AS,}, 相应 有 呈 的 一 个 分 法 A: = {Aoi， 
Ac ,，…，Ao, } ,由 定理 19. 3 得 


Asi = | va +B+iCdudv— VA TB TC | ;Ao;, 
其 中 (五 , 看 ) EAoi(i==1, 2,…, 1). 
再 在 每 个 AS; 上 任 取 一 点 MM,(&， Va 56) ,相应 地 有 Ac 上 


一 点 (wi， v;) ,满足 : 
6 = z(u,vi), N= yui, Vi), Gi = z(u,v;) (1 i n). 


作 和 式 
一 Df, W, CAS,. 
记 F(u, v)=f[zx(u, v)， y(u, v), z(u, z)] , 则 


I= 2 Fu, vi) [VAT TB FO os A 
由 映射 在 D 上 一 致 连续 ,所 以 A 二 0 时 , 必 有 站 Ai 
一 0; 反 之 , 因 映 射 在 D 上 连续 , 单 叶 . DD 和 S 是 有 界 闭 集 , 故 
逆 映 射 在 S 上 连续 , 单 叶 . 再 由 逆 觅 射 在 S 上 一 致 连续 ,所 以 妆 
上 Ai 一 0 时 , 必 有 上 A 上 一 0. 
记 J 为 连续 函数 F(u, vA 十 BI 十 CGC 在 D 上 的 Riemann 和 


ml 
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/= DP, vo) [VAT TF BTC], ,A 
因 /A? 十 户 十 CC 在 D 上 一 致 连续 , 故 Ye>0，36>0, 当 Az | 
二 6 时 ,就 有 
[VA TB TO ~ [VA TB+C 
<e (l<i<n). 
于 是 有 


[I—J |e. max | Fl(u, v) | mD, 
{4, WED 


其 中 mD 表示 DD 的 面积 ,上 式 表 明 
lim (I—J)=0, 


NA, l=0 
或 
lim T= lim J 
la 1 0 lal —0 
所 以 有 
la 下。 Dc, WAS = 1 ao 


= 站 co， v)VA’ 十 有 十 Cdxdrv. 
pb 


这 说 明 曲 面积 分 存在 , 且 
|, y, z)dS = 外 Fo， v)vVA: +B’ +C dudv. 


若 映射 在 D 上 不 单 叶 , 如 同 定 理 19. 3 的 证 明 , 先 在 DD 内 
取 闭 区 域 D. ,相应 地 有 曲面 S. ,在 D: 上 应 用 上 述 结果 ,得 


Ve. y, 2)dS = ee WR TE TC dudv, 


See0, 上 式 右 端 极限 存在 ， 故 左 端 极限 也 存在 , 取 极 限 即 得 所 
求 式 . 证 毕 
者 S 由 显 消 数 
z= z(rx, y), (7, y) ED 
给 出 ,我们 有 公式 
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人 es 2as = /Ez, y, sr)VITETFdzdy 


Ss 


OOz 9% 
其 中 P= 7 4 gy 
4.2 例 与 应 用 
例 1 计算 曲面 积分 和 
九 
I = jjz?dS， 意 
lL 

其 中 S: zx? 十 y 十 2 二 ai. 和 
解法 一 ”由 对 称 性 ,容易 看 出 分 
与 
zdS = |ly’dS = llz?dS, 图 
下 1 


3 


所 以 
1 2 2 2 _a 4 1 
I 一 lk 十 yy 十 xz)dS 一 ss = ga 
解法 二 S 的 参数 式 为 


X= acosgsinp，y = asinbsinp，z = CCOsp， 
D= |1(0, 9): O00K2r,0K PAA. 


E=asing, F=0,G=a’, 
所 以 
dS =vVEG— Fidbdy = azsinpd0dp， 
T= | dg) ecosy 。 azsinpdyp = $a. 
例 2 计算 曲面 积分 


1=|| tas, 
之 
S 


其 中 S 是 球面 + 十 y 十 xz? 二 a? 被 平面 > 一 A (0<A<a) 所 截 的 
顶部 . 
解 S 可 表示 为 : 269 | 
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姜 江 到 村 灯 阔 强 小 本 ”好 汗 十 蓝 
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之 二 ar yy:, D: z+y Sah’, 


dS 一 V1 十 好 十 邓 dzdy 一 3 zdrdy. 
Va2 一 2 一 y 


于 是 有 


I | 衬 =| 和 zdzxdy 
之 4 一 于 一 y 
S D 


2 a 到 a a 
=| dg| 2 rdr =: 2xaln 矿 ， 


例 3 设 h=Ve 十 十 六 之 0, f(x) 在 [一 h, h] 上 连续 ,证 
明 
外 ee 十 义 十 关 )dS = 2x| fu) du 
其 中 S; x 十 y 十 zx 二 1, 
证 明 取 新 坐标 系 Osr ,使 bm 平面 即 为 平面 ox 十 By 十 7Yz 
二 0,《 轴 垂直 于 此 平面 , 设 两 坐标 系 间 的 正 交 变换 为 
§=aztoytoz 
7 二 Cz 立 十 D2y 十 czzx 


5 二 六 (ar 十 启 十 交 ). 


对 S 作 分 法 人 = {AS1, AS;,， 机 AS, } , 在 AS; 上 任 取 一 点 
Mi yy zi) , 作 Riemann 和 


Df lar tb 十 7z;)AS;. 
对 Riemann 和 作 正 交 变 换 ,注意 到 变换 保持 面积 不 变 ,所 以 
六 (ar + By + eAS. = Df nt)AS 
(hb =ar, By + ye ), 令 A 一 0， 由 上 起 得 
[f(r 十 范 十 交 )dS 一 Jeetyas. 
余下 求 上 式 右 端 积分 . 因 | 
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E = cosbsinp,，7 一 sin0sinp, “一 cos9， 
(0 委 0 委 2r, 0 委 92 委 T) 
dS = sinpd0dp， 
所 以 
2x 区 
| er 二 By 十 3)dS = 二 | dl fl(hcosp)singdp 
0 0 


S 


一 2m| fhcosp)d(— cosgp) 


= 2 f(a) du. 


下 面 我 们 讨论 一 个 物理 应 用 . 以 面 密 度 p(x，y， x) 分 布 在 
曲面 S 的 质量 , 它 在 A($, 7, 5)ES 点 的 单 层 位 势 为 


W(é, 7, 6) =|, 


其 中 r=V(z 一 人 ?十 (y 一 DD? 十 (z 一 )”. 
质量 曲面 S 对 A 点 单位 质量 的 作用 力 为 : 
F = Fi 十 FJ 二 FE 
(F,, 下,，F. 表示 力 的 分 量 ,不 是 偏 导数 记号 ) , 则 有 关系 式 


aW aW aW 
F, 一 a8 F, 一 了 7， F 一 oe: 
例 4 求 半径 为 RR, 面 密度 为 p 的 均匀 球 层 对 任意 一 点 A 


的 位 势 . 
解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 , = 轴 过 A 点 , 设 A 点 的 坐标 为 (0， 
0, a) (0 过 a 过 RR 或 a 之 R), 所 以 A 点 的 单 层 位 势 为 
pdS 

W(0, 0, 0) -去 Fy Ta 

S 的 参数 方程 为 
z= ReosOsing, y = Rsindsing, z = Reosy, 

D= 1{(0, 9): OIOK2r,0 和 RPR, d= R’ singdldo9, 


所 以 
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冰 涧 加配 灯 阔 漠 溃 丑 ” 才 过 十 疏 


272 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


sinpdp 
一 2Racosp 十 ai 


2 2x | 
wo 0 0) =] | 局 


1 f* d(CR’— 2Racosp-+a?) 
-el 
rs | 2aR), VR — 2Racosp + a’ 


2 Lb, 
一 2 /Rr — 2Racosgp+t a’ | 


= zsprR+Te-IR-al] 


a 


4rR .po, 0<~a<=R, 
加 (ee, a 宕 R. 
结果 表明 : 在 均匀 球 层 里 面 , 它 的 位 势 为 一 常数 ;在 球 层 外 
面 ,相当 于 把 球 层 的 全 部 质量 集中 于 球 心 时 所 产生 的 位 势 一 样 . 
求 球 层 对 A(0, 0, a) 点 的 引力 . 由 对 称 性 知 F, ==F, 二 0， 


0, 0<<a<Z<R, 
pW, 0 0 | 
: | | Re, o>R 


结果 表明 : 在 球 层 里 面 的 单位 质量 ,都 不 受到 球 层 的 任何 
引力 ;在 球 层 外 面 的 单位 质量 ,相当 于 把 球 层 的 质量 集中 到 球 心 
时 所 受到 的 引力 一 样 . 

利用 均匀 球 层 的 位 势 ,我 们 来 求 均匀 的 球体 的 位 势 . 设 体 密 
度 为 1 的 均匀 球 工 十 y 十 xz 志 1, 求 它 在 (0, 0, h) 点 的 单 层 位 
势 W(0, 0, 有 ). 己 知 质量 为 M, 半 径 为 R 的 均匀 球 层 在 (0,0， 
a) 点 的 位 势 家 (0, 0, a): 


， 0<<a< 尺 
W(0, 0, a) = M 
一 ,a 宇 R 
a 
所 以 , 当 有 >1 时 . 
fF drrdr_ dx, 
w(0, 0 全 一 上 ha 3h’ 


当 0<jA 委 1 时 ， 
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^ 4zr2 dr | 4nxr:dr 
人 
0 a rr 


W(0, 0, h) =| 


4 2 2 h’ 
一 了 xi 十 2r(1 包 ) 一 2xf1 了 


思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1. 设 S 是 包含 原点 的 光滑 闭 曲 面 , 且 与 任 一 自 原点 出 发 的 
射线 只 交 于 一 点 .对 V(r, y, z)ES 作 S 的 切 平面 x, 原 点 到 平 
面 # 的 距离 记 作 d(x, >，z) ,曲面 S 所 围 立体 体积 记 作 VV. 根据 
定义 说 明 


ee， y, z)dS 一 V. 
5 


2. 若 S 非 闭 曲 面 , 自 原点 至 边界 3S 上 每 点 作 连 线形 成 一 
锥 ,其 体积 仍 记 作 Y. 说 明 上 述 公 式 仍 成 立 . 

3. 求 下 列 第 一 型 曲面 积分 : 

G) fst yt)as ，S: 22 十 昂 十 于 一 4 zz 之 0; 


(2) | 人 +)dS ，S 为 立体 V7? 二 站 <z<2 的 边界 面 ; 
(3) | 1zyz 1dS ,5 为 曲面 2 一 zx 十 y 被 平面 z=1 割 下 的 


部 分 ; 
(4) Jeras ,SS 为 螺旋 面 X==ucosv, yy 一 usinv, zx 二 v (0 全 


Xa, 0RvE2N). 

4. 试 求 球面 x 十 y :十 xz? 二 R? 的 质量 ,如 果 它 在 各 点 处 的 
面 密度 等 于 

(1) 这 点 到 z 轴 的 距离 ; 

(2) 这 点 到 z 轴 距 离 的 平方 . 

5. 设 5 是 柱 面 7!: 十 yy 一 R? 介 于 z= 二 0 和 >z=A 之 间 的 部 
分 , 它 的 面 密度 为 常数 p. 

(1) 求 原点 的 位 势 W: 


本 加 


池 漠 贰 量 旺 沪 消 洲 卫 ” 城 过 十 潍 


国 


立 漠 到 了 转 灿 冰 弹 小 转 ” 贡 尘 十 波 
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W(0, 0, 0) -| = i 


(2) 求 原点 处 单位 质量 的 引力 . 


SS 曲面 的 侧 


在 讲 第 二 型 曲面 积分 之 前 , 先 要 介绍 曲面 侧 的 概念 . 

在 日 常生 活 中 我 们 见 到 的 曲面 总 可 分 出 它 的 两 侧 , 例 如 ,一 
张 纸 可 以 谈 它 的 上 便 和 下 侧 ,因此 可 区 分 出 两 页 ;一 个 纸 盒 可 以 
谈 它 的 内 侧 和 外 侧 ; 一 个 皮球 可 以 分 出 里 侧 和 外 侧 等 等 . 如 果 在 
曲面 的 一 侧 涂 上 一 种 颜色 ,而 在 另 一 侧 涂 上 男 一 种 颜色 ,这 两 种 
颜色 不 会 相 碰 . 

但 是 ,曲面 并 不 是 总 能 分 出 两 侧 的 ,有 名 的 件 比 乌 斯 带 是 一 
个 单 侧 曲面 的 例子 . 将 长 方形 纸 条 ABCD , 先 扭转 180" ,然后 A 
与 C, B 与 D 粘 合 起 来 所 形成 的 环 带 就 是 Mbius( 件 比 乌 斯 ) 
带 (图 19-8). 此 带 不 可 能 分 出 两 侧 , 如 果 用 颜色 涂 这 -一 环 带 ,可 
以 不 越过 边缘 而 涂 遍 整 条 带子 . 


图 19-8 图 19-9 


Mabius 带 是 一 内 部 光滑 曲面 , 它 可 以 看 成 直线 段 AB( 设 
AB==2) 作 如 下 运动 的 轨迹 . 让 AB 的 中 点 M 在 Orzy 平面 上 以 半 
径 OM==2 作 等 速 转动 ,同时 AB 在 MOz 平面 上 以 一 半 的 速度 绕 
点 M 转动 . 于 是 我 们 可 以 写 出 它 的 参数 方程 (图 19-9): 


数学 分 析 ( 笋 三 册 ) 


.入 
并 一 2cos&u 十 stn 万 COSU， 


2 
0 过 zx 27 
y = 2sinu 十 vsin Ssinu, ( 人 ™ | 人 
2 —1<v<l 


z 一 ucos 芋 
2 


我 们 来 考察 一 下 M6bius 带 的 特性 . 我 们 在 AB 线 段 的 中 点 
M 处 选 定 M6bius 带 S 的 一 个 法 向 量 朝向 ， 当 M 作 贺 周 运 动 
时 ,让 法 向 量 连续 地 变动 . 当 M 运行 一 围 回 到 原来 位 置 时 ,法 向 
量 的 朝向 已 与 出 发 时 的 朝向 相反 . 而 对 双 侧 曲面 ,就 找 不 出 像 
Mabius 带 那 样 的 点 M 和 过 M 点 的 闭路 工 . 由 此 可 得 出 双 侧 曲 
面 的 定义 . 

定义 19.4 设 S 是 一 内 部 光滑 的 曲面 ,如 果 对 于 S 上 的 任 
一 点 M, , 取 定 Ms 点 法 向 量 的 一 个 朝向 ,让 动 点 M 从 M。 出 发 
沿 S 上 任何 一 条 闭路 卫 ( 若 $ 非 闭 曲面 ,要 求 卫 不 越过 S 的 边 
缘 ) 运 动 再 回 到 Mo ,同时 让 M 点 的 法 向 量 连续 地 变化 , 若 M 加 
到 M, 时 法 向 量 的 朝向 与 出 发 时 的 朝向 相同 , 则 称 曲面 S 是 双 
侧 的 ,否则 称 为 单 侧 . 

对 于 双 侧 曲面 S, 只 要 指定 一 点 Mo 处 法 向 量 的 方向 ,曲面 
上 任意 一点 M, 的 法 向 量 方向 也 随 之 而 定 .事实 上 , 动 点 M 从 
M。 出 发 不 管 沿 哪 一 条 曲线 运行 到 Ml ,所 得 到 的 法 向 量 方向 都 
应 相同 , 即 为 M, 点 的 法 向 量 方向 . 因为 若 不 然 ,就 可 找 出 从 Ml 
出 发 的 S 上 的 一 条 闭路 ,使 出 发 时 的 法 向 量 方向 与 返回 Mi 时 
的 法 向 最 方 向 正好 相反 ,这 与 双 侧 曲面 的 定义 矛盾 、 

定义 19.5 设 S$ 是 双 侧 曲面 ,如果 指定 S 法 向 量 的 一 个 方 
向 , 则 称 曲面 9 的 点 集 连 同 指定 的 法 向 量 为 曲面 的 一 个 定 侧 . 

如 光滑 曲面 S 由 显 方程 

z= f(x, y), (rx, y) ED 
给 出 , 它 的 法 向 量 为 
n=+ ( 3 2 十 时 
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若 指 定 S 为 上 侧 , 则 上 式 括 号 前 取 " 十 "号 ;者 指定 S 为 下 侧 , 则 
上 武 括 号 前 取 * 号， 
又 如 双 侧 曲面 S 由 参数 方程 
TI= ru, my 一 yy v), z= zu, vy), (u, mv)EDD 
给 出 , 令 
09(y, 2) 9(z, 7) /9(x, y) 
9a(u, v)” a(u, v)” a(u, v) 


则 S 的 法 向 量 为 


n=+ (AiBi 十 Cr). 
怎么 根据 S 指定 的 侧 来 决定 上 式 “ 士 "号 选取 呢 ? 事实 上 只 要 
考察 S 上 一 点 ,如 果 该 点 指定 的 法 向 量 向 上 , 则 该 点 C 值 大 于 
零 时 取 “ 十 ”号 ,该 点 C 值 小 于 零 时 取 “ 一 "号 ;如 果 该 点 指定 的 
法 向 量 向 下 , 则 该 点 C 值 大 于 零 时 取 “ 一 ”号 ,该 点 CC 值 小 于 零 
时 取 “ 十 "号. 

我 们 还 会 遇 到 分 块 光 滑 曲 面 ,如 长 方 体 的 边界 面 是 分 块 
光滑 曲面 . 简单 地 说 ,有 限 块 光滑 曲面 通过 边界 拼接 而 成 的 曲 
面 称 为 分 块 光滑 曲面 ,但 要 求 任意 三 块 曲面 不 能 共有 一 段 边 
界 ,最 多 只 能 共有 一 个 边界 点 ,如 图 19-10 所 表示 的 曲面 不 是 
分 块 光 滑 曲 面 . 若 每 一 块 都 是 双 侧 曲面 ,拼接 而 成 的 分 块 光 诊 
曲面 不 一 定 是 双 侧 的 . 如 M6bius 带 可 以 看 成 是 由 两 块 双 侧 曲 
面 拼接 而 成 .为 了 给 出 分 块 光滑 曲面 是 双 侧 的 ,需要 引进 曲面 
的 定向 . 


图 19-11 


图 19-10 


定义 19.6 设 S 是 双 侧 曲面 ,确定 侧 的 法 向 量 为 n,S 的 
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边界 是 由 有 限 条 分 段 光 滑 闭 曲线 刀 , 忆 ，…,， 局 组 成 (图 
19-11). 一 人 依 n 的 方向 站 在 S 的 边界 T;(i=1, 2, …, m) 上 
行进 ,如 果 曲 面 S 位 于 其 左手 边 ;规定 人 行进 的 方向 为 卫 的 正 
方向 (i==1,2,…, m). 我们 称 取 定 侧 的 曲面 S 连同 按 上 述 规则 
指定 的 荆 的 正 向 (1，2，…, ma) 为 S 的 一 个 定向 . 

由 S 的 法 向 量 n 来 决定 边界 T; 的 正 向 ,也 可 用 如 下 办 法 . 
设 MoET 在 Mo 点 作 右 手 标 架 [ei， 22， es ] ,使 ei 与 曲面 的 法 
向 量 关 一致，e: 为 了 的 外 法 线 方向 , 则 e 所 指 方向 即 为 I 的 
正 向 . 

定义 19.7 设 S 是 由 Si 一 1, 2,…,&) 构 成 的 分 块 光 请 
曲面 ,对 每 个 S (1 委 ; 委 都 有 两 个 定向 可 供 选择 ,如果 存在 一 
种 选择 方法 ,使 任意 两 个 有 公共 边界 的 光滑 曲面 ,它们 在 公共 部 
分 边界 的 方向 正好 相反 , 则 称 此 分 块 光滑 曲面 S 是 双 侧 的 , 否 
则 是 单 侧 的 . 

例如 四 面体 .六 面体 (图 19-12) .多 面体 ， 
它们 的 边界 面 都 是 分 块 光 消 曲面 ,而 且 都 是 
双 侧 曲面 ,能 够 确定 其 内 侧 和 外 侧 . 

须要 指出 的 是 ， Mabius 带 S 是 指 参数 方 
程 给 出 的 值 域 . 考察 S 的 边界 2S 时 , 因 S 是 
线段 4B 运 行 一 圈 的 轨迹 ,所 以 边界 9S 是 端点 
B, A 运行 的 轨迹 并 集 . B 点 从 (2, 0, 一 1) 出 
发 沿 曲 线 


y 一 (2 一 sin 芋 )sinz， (0 wu 27) 


之 二 一 COS 一 


道 时 针 绕 行 至 (2, 0, 1) 点 , 即 出 发 时 的 A 点 .又 A 点 沿 曲线 


站 弹 国 配 灯 阔 齐 澡 导 ”山寺 十 泪 
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工 一 (2 十 sin 北 )cosu， 


y 一 (2 二 sin 芭 jsinw， (0 过 27) 


u 
XT C83F, 


逆 时 针 绕 行 至 (2, 0, 一 1) 点 , 即 出 发 时 的 B 点 .将 上 一 参数 方 


程 作 “一 :一 2r (2x 亿 t 人 47) 变 换 ,得 
并 一 (2 —sin  )cost, 
y 一 (2 一 sm 六 )sint, (2x < tA 4r) 
z 一 一 cos 工 
2 了 


沙 灌 副 甩 是 沪 消 小 了 且 项 过 十 滥 


把 这 两 轨迹 合 起 来 , 即 得 边界 3S 的 参数 方程 : 


工 一 (2 一 sin 到 )cosz， 


y= (2 一 sm 到 jsint， (0 过 147) 


之 一 一 COS 到 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 若 对 参数 方程 四 不 仅 要 考虑 值 域 ,还 要 考虑 它 的 对 应 规 
则 和 定义 域 ,这 时 参数 方程 表示 的 是 一 双 侧 曲面 , 它 的 边界 由 四 
条 曲线 组 成 , 试 写 出 四 条 边界 曲线 的 参数 方程 . 
2. 沿 M6bius 带 中 线 剪 开 ,所 得 曲面 是 单 侧 的 还 是 双 侧 的 ? 


36 第 二 型 曲面 积分 
6.1 第 二 型 曲面 积分 的 定义 
先 看 一 实例 , 设 流 体 在 空间 某 一 区 域内 流动 , 它 的 速度 p 
278 与 位 置 有 关 : 
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VD= vx, y, Zo (xr, y, Z)j v(xr, y, ZK. 
(vv ，v,，v: 为 分 量 记 号 ) , 称 v(x, y, zx) 为 稳定 流速 场 ,我 们 的 
问题 是 求 稳 定 流速 场 流 过 某 一 曲面 S 的 流量 . 

取 定 S 的 法 向 量 n 一 (cosa,，cosB8，cos7), 若 在 S 的 某 些 地 
方 ,流体 沿 4 方向 流 过 曲面 , 则 流量 算 正 的 ; 若 在 S 的 菜 些 地 
方 ,流体 沿 一 n 方向 流 过 曲面 , 则 流量 算 负 的 , 现 要 求 流 过 5S 的 
总 的 流量 . 

为 此 取 一 面积 元 素 AS: ,及 AS; 上 一 点 Mi (6 ，7， 后) ，AM 
点 的 法 向 量 记 为 ni, 由 于 AS， 
充分 小 ,可 以 认为 流 过 AS; 的 
流速 为 常 向 量 , 且 等 于 M, 点 的 
流速 v;, 并 设 流体 的 密度 为 1， 
则 在 单位 时 间 内 流 过 AS, 流量 
AQ;, 即 为 图 19-13 中 以 AS; 为 
底 ,以 v; 为 斜 高 的 斜 柱 体 的 体 
积 : 


图 19-13 


AQ A (Di * Ri)AS.. 
总 的 流量 Q 为 
QA >) (DvD; * nn;)AS,. 
令 maxdiam{AS; ;一 0, 求 得 流 过 曲面 S 的 流量 为 : 
Q= li(v .nn)dSs, 
lL 


Q = Jf Cw.cose 十 v,cosB 十 vcos7)dS. 
5 


注意 ,这 不 是 被 积 函 数 w ,，w，z 的 第 一 型 曲面 积分 ,因为 
它 除 被 积 函 数 外 ,还 依赖 于 曲面 取 定 法 向 量 半 的 方向 余弦 . 

定义 19.8 设 S 是 一 双 侧 曲面 , 取 定 S 的 一 侧 n = (cosa， 
cosp8，cos7y)，R(z，>，z) 为 S 上 有 界 函 数 , 对 S 作 分 法 


Lo 


山寺 十 滤 
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A=: {AS; ,AS; ,… ,AS; }. 记 定 侧 曲 面 AS; 在 Oxy 平面 上 的 
有 向 投影 为 Ao;，Ao; 的 符号 规 
定 如 下 : 若 在 AS; 上 方向 余弦 
cosy 为 正 , 则 投影 面积 取 正 号 ， 
即 Ac 0; 若 在 AS; 上 方向 余弦 
cosy 为 负 , 则 投影 面积 取 负 号 ， 
即 Ac<0; 大 在 AS 上 有 一 点 方 
向 余弦 为 零 , 则 投影 面积 约定 为 
零 , 即 Ac 二 0( 图 19-14), 在 
每 一 AS; 上任 取 一 点 Mi;(， 7%， 
和 ) (i 二 1, 2,…, 7) 作 和 


DRE,, 7; , 5 ) Ao,. 
i=1 
当中 Al = maxdiam (AS, } 一 0 时 , 若 


,lim, PRE, ,CAo 一 工 


存在 , 且 不 依赖 分 法 和 和 点 M 的 取 法 , 则 称 1 是 函数 R(xz，y， 
z) 在 S 选 定 侧 上 关于 Orzy 平面 的 第 二 型 曲面 积分 , 记 作 
了 = ce， y，z)dz A dy. 

这 里 dz A dy 象征 曲面 元 素 在 Ozxy 平面 上 的 有 向 投影 ,所 
以 它 是 有 向 面积 微 元 ,不 同 于 二 重 积 分 里 的 面积 微 元 . 记号 没有 
反映 出 曲面 取 的 是 那 一 侧 ,必须 另 加 说 明 . 由 定义 看 出 , 当 曲 面 
的 一 侧 换 成 另 一 侧 时 ,积分 值 相 差 一 符号 . 

若 把 曲面 元 素 AS, 投影 到 Oyz 平面 或 Ozz 平面 上 , 则 可 得 
另外 两 个 第 二 型 曲面 积分 : 

lizxes y, 2)dy A dz, jeea, y, z)dz A dz. 


应 用 中 常常 是 把 三 个 不 同 的 函数 关于 三 个 坐标 面 的 三 个 积分 结 


Ed 合 在 一 起 , 记 作 
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JPayAdz +Qdz A dr+ RdxAdy, 
SS 


其 中 己 , Q, R 是 zx, y, z 的 函数 . 


6.2 计算 公式 


我 们 先 考察 简单 情形 , 设 S 由 显 方程 
z= f(x, y), (x, y) ED 

给 出 , 沙 数 R(r, y, z) 在 S 上 连续 . f(x, y)ECO(D), 则 尺 沿 
S 上 侧 的 曲面 积分 存在 . 

事实 上 , 作 S 的 一 个 分 法 Al = {AS ，AS: , …, AS,}, 相 
应 地 有 DD 的 一 个 分 法 As 二 (Ac ,Am ,，… ，Ao,) ,由 

1 

Vi 证 元 于 元 
所 以 Ao; 之 0 (i 二 1 ,2,…, n), 和 式 


Dj RE, 1:， 6 ) Ao; 一 D2) RLS, Va 大 5， 6 ) JAo; ， 
i=] i=]1 


上 式 右 端 为 连续 函数 R[xX, y, f(x, y)j] 的 Riemann 和 , 因 上 Ai 
—maxdiam {AS:}—0 等 价 于 上 A; | = maxdiam {Ao } 一 0 , 故 第 
二 型 曲面 积分 存在 , 且 等 于 二 重 积分 : 

[RGz, y, sade A dy = RELz, y, fx, »)Jdrdy. 


cosy 一 盖 0， 


若 取 定 曲面 的 下 侧 ,这 时 Aci<0, 所 以 有 
Roz, y, sar Ady =—||REz, y, f(z, »)Jdzdy. 


若 曲 面 S 由 参数 方程 给 出 ,我 们 可 以 先 证 第 二 型 曲面 积分 
的 计算 公式 ,然后 通过 计算 公式 建立 两 型 曲面 积分 间 的 联系 . 也 
可 以 先 建立 两 型 曲面 积分 间 的 联系 ,然后 推出 第 二 型 曲面 积分 
计算 公式 ， 

定理 19.5 设 S 为 双 侧 光滑 曲面 , 取 定 法 向 量 


n= (cosa, cosB, cos7). 
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函数 R(xz,y, zx) 在 S 上 连续 , 则 积分 存在 , 且 
ies y, z)dr A dy = ||RCz, y, zZ)cosydS. 
5 S 


证 明 对 S 作 分 法 A= (AS ,AS,， .…, AS, )，AS, 在 
XOy 平面 上 的 有 向 投影 为 Ac，M; (5 ,7 5)EAS (li< 
n). 我 们 来 说 明 极 限 


lim DIRCGE, nN, b)Ao 由 
1 


iaAl-o 入 


存在 . 若 在 AS; 上 cosy 不 为 零 ,由 本 章 3. 1 节 @ 式 得 
dzdy 
4A5: 一 由 | cos7 | 
其 中 记号 (Aca ) 表 示 AS, 的 投影 集合 ,再 由 积分 中 值 定 理 , 并 考 
虑 Ac; 与 cosy 有 相同 符号 ,得 
Ao 


AS; = 一 或 Ac 一 cos YAS,;, 
COS Y; 


其 中 7 表示 (5, ,后 ) EAS; 点 处 法 向 量 与 x 轴 的 夹 角 , 若 在 
AS; 上 cosy 有 零点 ,就 取 cos 7; 二 0, 这 时 仍 有 Ao; 二 cos 7;AS,;， 
于 是 有 

DJ RE, VA 6 ) Ao: 一 > RE， 7:，, Ei ) cos YAS: 

i=1 i=1 


一 > R(E， VE 和 )cos7 AS: 
i=1 


十 DR /A 和 )Fcos 7 一 cosy ]AS， 
一 


= 十];， 
其 中 7; 表示 Mi (6, 加 , 纪 ) 点 处 法 向 量 与 z 轴 的 夹 角 . 因 连 续 
函数 R(x,y, zx)cosy 在 S 上 第 一 型 曲面 积分 存在 ,所 以 


lim J =- |， y, z)cosydS,. 
5 


Hal 0 


又 因 cosy 在 S 上 一 致 连续 , R 有 界 , 可 得 
lim 了 一 O. 


Il al -0 
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故 中 式 极 限 存 , 且 
人 ce， yz)drzAdy = 慌 c， y，zjcosydS. 证 毕 . 


同 理 可 证 
由 ec， y，z)dy A dz = |Pe， y, Z)cosadS, 
ec y，z)dz 人 dz -jee， y，z)cospdS. 
把 上 述 三 个 第 一 型 曲面 积分 合 起 来 可 写成 


Jpayn dz 十 Qdz 人 dz 十 Rdaz Ady 
3 


一 站 Pcosa + QcosB + Reos7)dS. 
5 


cosa 一 士 A ，COSsB 一 十 B ， 
4 十 玉 十 C . vA'+B+C 
COSY 二 十 < 


vA: 二 B +c 


其 中 A,B, C, 见 本 章 3. 2 节 @ 式 ,“ 土 "号 选取 由 指定 S 的 法 向 
量 所 决定 ,所 以 由 第 一 型 曲面 积分 计算 公式 ,可 导出 第 二 型 曲 


面积 分 的 计算 公式 : 
JPpay Adz+Qdz Adz+ RdzA dy 


5 


=+||(PA + QB + RC) dudv. 


这 里 P, Q, R 中 的 x, y, z 要 用 参数 方程 


T= Zzx(u, 0), y= yu, v0), z= z(u, v), (u, vy) ED 
代入 . 
6.3 例 与 应 用 

例 1 计算 第 二 型 曲面 积分 


沪 洪 国 且 是 沪 弹 小 胜 ” 寝 过 十 沂 
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I = 外 syy dz + ydz A dx + zdx A dy, 
5 


其 中 S 是 顶点 为 (1, 0, 0), (0, 1, 0) 和 (0, 0, 1) 的 三 角形 的 下 
侧 . 
解法 一 ”曲面 S 的 方程 为 
I 十 y 十 z 一 1， 
取 定 法 向 量 的 方向 余弦 为 : 


cosa = cosB = cosy 


将 [化 为 第 一 型 曲面 积分 得 
I= | 于 一 -1 二 几 s-- 立 


S 


解法 二 ”由 对 称 性 得 
1= 3||=dzAdy =—3 由 (上 一 工 一 y)dzrdy 


I>0, y 之 0 
wyS1 


=—3| dy| 0 —z— de 
3 人 2 1 
-3|,0-») cy 一 全. 
例 2 计算 第 二 型 曲面 积分 
I = ||zdyA dz 二 ydzAdzr+i+zdrAdy, 
其 中 S$S 是 x 十 六 十 习 二 R'(z 之 0) 的 上 侧 . 

解 ” 因 S 是 关于 Oyz 平面 对 称 的 上 半球 面 ,所 以 S 上 关于 
Oyxz 平面 对 称 的 元 素 AS; 在 Oyz 平面 上 的 有 向 投影 Ac 正好 
抵消 ,被 积 函数 关于 z 是 偶 函 数 ,直接 由 定义 可 得 

fray A de 二 0, 


$ 
同 理 得 
az Adz = 0. 


S 
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于 是 有 
[=|=dzAdy= 由 (R:— x:— y:)drdy 
$ 


x + Re 


一 jag (R’ — ri)rdr = ZR'. 
例 3 计算 第 二 型 曲面 积分 
了 一 Jaray Adz 十 见 dz 人 dz 十 sdzA 人 dy， 
S 


其 中 S 是 本 球面 到 十 抱 十 所 一 1 的 外 例 . 
解 S 的 参数 方程 为 
X= acostsing, y = bsingsinp，>z = ccosp， 
参数 变化 域 D= 1(9, 9): 0 委 狼 2x，0 委 9 委 rj. Jacobi 矩阵 为 
一 asingsinp bcosgsinp 0 
人 wcosgcosmp bsinOcosg ing) 
由 此 求 出 
A = 一 wcosbsin2p, B 一 一 acsinbsin2p，C 一 一 asinpcosy， 
因 上 半 椭 球面 上 一 点 的 法 向 量 的 第 三 个 分 量 大 于 零 和 C<0, 所 
以 计算 公式 前 应 取 “ 一 ”号 , 故 得 
I = je cos’ Osin’ 9 . be cosOsin’ 9 + bsin’ Osin’ yp . acsinOsin’ ¢ 


D 


十 cacossp， absingcosgp Jd0dgp 
2 
= abc | ao| [a’cos'Osin’ g++ b’sin'Osin’ g++ cicos' psing Jdp 
J0 0 


= 8abc (| cos’ bg| sins gd 十 | sin’ 0d0| sin’ pdw 
0 0 0 0 


十 ze| cos’ gsingdy ) 一 于 ralbc Can 
0 


例 4 双 侧 曲面 S 两 侧 均 匀 分 布 正 、 负 电荷 , 求 带 电 面 在 
A(6, 1, 外 ES 点 所 产生 的 双 层 位 势 


woe, 7 © = es, 


各 


沙沙 国 用 上 必 沪 潍 泌 且 
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其 中 为 曲面 S 的 单位 法 向 量 , 方 向 由 负电 荷 指向 正 电 和 荷 ， 
r= (xOity—DIt(z— Hk, r=|rl. 

解 对 S 是 任意 封闭 曲面 或 非 封 闭 曲 面 情形 ,我 们 将 其 留 
到 下 一 章 来 解决 . 现在 只 考虑 一 特殊 情形 ，S 为 球面 十 yy 
十 2 三 R? ,内 侧 分 布 负电 荷 ,外 侧 分 布 正 电荷 ,所 以 n 为 外 法 线 
方向 . A 为 坐标 原点 和 无 穷 远 点 . 当 A 为 原点 时 


W(0, 0, 0) = ls (zr 二 且 十 j 十 xk) 
-| 守 = ls 4xRz = dn. 


当 A 为 无 穷 远 点 时 ， 


lim 人 7，5) = lim 
并 + 下 二 他 一 十 t+ 一 + 二 


lim fs cat cosr* n) gs, 


grr td 


因 |coslr :nn)| 志 1， lim 二 =0, 所 以 


部 十 平 十 中 


一 十 co 


lim W(é, 7, 5)=0. 


章 十 痕 十 划一 二 ce 


注 下 章 我 们 要 证 明 S 是 任意 封闭 曲面 时 ,对 曲面 内 任意 
一 点 A, 它 的 双 层 位 势 为 4"; 对 曲面 外 任意 一 点 A, 它 的 双 层 位 
势 为 零 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. 设 S 是 光滑 闭 曲面 ,根据 积分 定义 说 明 

人 os adyAdz+ac, adzAdz 


二 R(x, y)dx 人 dy 一 0. 
2. 设 S 是 关于 坐标 平面 Ozz 对 称 的 光滑 曲面 ,根据 积分 
定义 说 明 : 


286 jee, z)dz A dr = 0, 
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ce， y, ZJdy A dz 二 R(z, y, z)Jdr Ady=0 
S 


其 中 PCz,，>，z) 和 尺 (z，?，z) 关 于 y 是 奇 函数 ， 
3. 求 第 二 型 曲面 积分 


| Ady, 
S 为 球面 x 十 y: 十 z= 二 Ri 的 外 侧 . 


4. 计算 第 二 型 曲面 积分 
I = | A YA tAdy 


(zy t+) 
S 为 球面 zx 十 y 十 z= 二 a? 的 外 侧 . 
5. 求 下 列 第 二 型 曲面 积分 : 
GD) leray Adz 十 ydzAdz 十 z*drzAdy，S 是 立体 0 志 z 
时 . 
委 a,，0<y 委 0，0 委 > 委 c 边界 面 的 外 侧 ; 


(2) [zay A dz 十 ydzA dz 十 zdr A dy ,S 是 球面 (xz 一 a)? 
5 


十 (y 一 6)? 十 (z 一 c)* 二 R* 的 上 半 部 分 的 上 便 ; 
十 总 十 瑟 一 1 的 外 便 ; 
(4) rdyAde+ydzAdr 十 wdz 人 dy ,S 是 锥 面 z? 十 y 


一 好 (0<sz<A) 所 示 部 分 的 下 侧 . 
6. 设 曲面 S 由 隐 函 数 方程 玉 (z, y, z) 二 0 给 出 , S 的 法 向 
量 取 CF,, 下 ,, F.) 方 向 ,证 曲面 的 面积 S 为 
S = 全 时 AA ey 


VF: + Py 十 F: 


7. 求 第 二 型 曲面 积分 
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= | (y+ <)dy A dz 十 (z 十 xX)dz A dr 十 (Zz 十 y)dzr A dy， 
S 是 上 半球 面 x!: 十 yy 十 z= 二 a? (y 宇 0) 被 柱 面 x? 十 y=:ax (4 
0) 截 下 部 分 的 上 侧 . 

8，5 为 椭 球 面 五 十 抱 十 气 一 1，r 一 过 十 好 十 过 。 为 曲面 
S 的 外 法 线 单位 向 量 , d(x,y, z) 表 示 原 点 到 (x, y, z)ES 点 
切 平面 的 距离 , 求 下 列 积分 : 

GD 有 .ndS ; (2) Jlatz, y, 2)dS ; 


lr 


往 i 


我 们 在 讨论 线 积 分 存在 时 ,假设 曲线 可 求 长 ;在 讨论 线 积分 计算 公式 
时 ,假设 曲线 逐 段 光滑 . 对 一 般 连续 曲线 ,事情 可 能 超出 我 们 直观 的 想像 . 
这 里 举 一 个 连续 曲线 ,其 图 象 充满 平面 单位 正方 形 的 例子 . 为 此 要 用 到 
[0, 1] 中 实数 二 进位 表示 ; VzE [0, 1], x 总 可 用 二 进位 表示 . 


a a Qn 
rr 二 志士 pg 十 … 十 2 十 … = 0,aias earn, 


其 中 a 取 0 或 1 数码 ,如 


1 ll 
3 = 到 十 并 十 十 Fw 十 = 0.010101…， 
还 用 到 三 进位 表示 : 
a a Qn 
Xx 二 可 二 用 二 十 长 二 一 0.aaz dada, 


其 中 as 取 0, 1, 2 三 个 数码 ,如 


于 = 0.1000… = 0. 0222… 


当 把 区 间 [0, 1] 逐 次 三 等 分 时 ,只 有 分 点 才 有 两 种 表示 ,其 它 点 表示 法 是 
唯一 的 . 
任 取 一 实 轴 上 连续 函数 f(1) ,满足 : Of(2D)<1; f(1+2)=f(0); 
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1 
0 (0<1<3), 
f(t) 一 2 
1 ($<:<1). 
满足 上 述 条 件 的 函数 f(?) 一 定 存在 , 现 构造 连续 曲线 : 
X(t) = > 去 /3241 ， y(t) = > 让 (3 ) (Ot 1), 


由 一 致 收敛 性 , 知 z(t), y(?) 在 [0, 1] 上 连续 ,证 明 其 图 象 充满 单位 正方 
形 了 =[0, 1]X[0, 1]，Y (zxo,， yo)EF, 用 二 进位 表示 有 


co oo 
U2n-1 G2n 
To Zk yo 2” ， 


下 一 了 


n=1 


其 中 a; 是 0 或 1. 取 


oo 


2a; 
t= 2 HELO,1] 
i=1 


来 证 zx(Ct ) 一 zo， y(to ) 二 Yo. 为 此 令 =1， 2， … ,考察 
人 -1 
F(34 = FL > 3 (2 十 >2)3 C20) | 
5] 了 大 


=/[ D3 20,) ]. 
i=k 


若 a4 一 0, 则 0 过 时 3 2a) 一 咏 3 2a )<2 罗 3 了 一 六 .所 以 
i i 一 不 十 1 了 一 2 


713)=0=ai 若 由 一 1 则 总 委 马 3 C20)<<2 吕 3 了 一 1, 所 以 
了 (34to ) 一 1 一 ar 这 就 是 说 ,无 论 as 是 0 或 1, 总 有 (3t1o ) 二 a4. 因 此 有 


。 | 
(4) = D3 Da 一 区 
n=-1 n=1 


y= DD "= am 一 o 


nl 
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S1T Green 公式 
1.1 Greeng 公式 


首先 ,引入 单 连通 区 域 和 多 连通 区 域 的 概念 . 一 平面 连通 区 
域 D, 如 果 DD 内 任 一 闭 曲线 都 可 以 在 DD 内 连续 地 收缩 为 忆 内 
一 点 , 则 称 此 区 域 为 单 连 通 区 域 ,否则 为 多 连通 的 . 如 图 20-1 
所 示 的 区 域 为 单 连通 区 域 : 


1 2 2 ) 
~ Cy A、、 
20-1 


图 20-2 所 示 的 区 域 为 多 连通 区 域 : 


DB 


图 20-2 


从 、 


@ 格林 (英国 数学 家 ，1793 一 1841). 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


直观 地 说 , 单 连通 区 域 就 是 不 含有 *“ 洞 ?甚至 不 含有 “点 洞 " 的 区 
域 , 多 连通 区 域 是 有 * 洞 "的 区 域 . 

设 区 域 DD 是 由 有 限 条 可 求 长 曲线 荆 ， 

.了 , 围 成 (图 20-3), 当 一 人 沿 太 行 
走时 ,区 域 D 位 于 其 左边 , 则 规定 人 行走 的 
方向 为 边界 了 的 定向 . 如 图 20-3 中 避 的 定 
向 为 道 时 针 方向 , Tf,，…, TI, 的 定向 为 顺 时 
针 方 向 . 记号 9D 表示 所 有 定向 边界 曲线 六 ， 图 20-3 
，…, ,之 和 . 

定理 20.1 设 闭 区 域 PD 是 由 有 限 条 可 求 长 闭 曲 线 围 成 的 ， 
9D 表示 定向 边界 的 和 . 函数 P(z, y), Q(z, y) 在 D 上 连续 , 旦 
有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 


Paz+ady -中 ( 宕 = 一 一 5 )drdy. 


证 明 对 闭 区 域 分 几 步 进行 讨论 ， 
(1) 若 万 是 图 20-4 所 示 第 一 类 闭 区 域 ， 
万 一 [zy):a 委 zz 委 5， pr) Sy Ey(zr)), 


J y= (x) 
E C 
4 四 
并 p(x) | 
Oo 
20-4 


其 中 g(x), g(x)ECla, 5]. 这 时 有 
[pa, y)dz 一 一 drdy, 


事实 上 ,由 重 积分 化 累 次 积分 定理 ,得 


攻关 ,油彩 相配 作 冰 强 辩 中” 贡 十 | 1 中 
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[Te 有 
=-- | P(z， yt lee p(x) dz. OD 
再 由 第 二 型 曲线 积分 计算 ,和 


|PG， y)dz -Je p(T)) dz, 
多 


|Pe， y)dz = 一 | Pz, gz) dr. 
全 


显然 有 


[pz, y)dz = 0 = [Pla, y)dz. 
食 A 
所 以 


[pez, war= (| +|+ | +j|)Pcr yar 


多 分 储 及 
=- 一 | Pz, wz))dz+| P(r, g(x))dr. © 
比较 外 与 @ 式 , 即 得 
Jp, y)dz 于 


图 20-5 图 20-6 


(2) 若 刀 是 图 20-5 所 示 第 二 类 闭 区 域 : 


[292 D= zy):c 委 7? 委 d p(y) ryy)), 
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其 中 p(y), Woy)EC[c, d], 同 理 可 证 
[Qtz, wdz=|52dzdv 
(3) 若 D 既是 第 一 类 又 是 第 二 关闭 区 域 (图 20-6) , 则 
JPartady = | (R75) 


事实 上 ,只 要 把 (1) 与 (2) 的 结果 相 加 即 得 . 

(4) 若 刀 是 由 一 条 可 求 长 曲线 围 成 的 单 连通 闭 区 域 . 如 果 
万 能 用 平行 于 坐标 轴 的 线段 分 成 z 个 闭 区 域 Di ，D: ，…，DPD,， 
每 个 D; 既是 第 一 类 又 是 第 二 类 闭 区 域 (图 20-7) , 则 


_ff/aQ@ aP __ 
jertron 人 方 )dzdy (i= 1,2, 7). 


9 并 


对 i 上 现 两 次 ,方向 相反 ,所 以 两 
线 积分 正好 抵消 , 故 有 


[Par + Qdy = > Wt 
= -3 )dzay 
-J 一 一 一 jdzrdy. 


图 20-7 图 20-8 


屎 节 . 消 强 导 相信 六 站 等 耻 ” 册 十 | 1 各 
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对 一 般 单 连通 闭 区 域 ,证 明 要 用 到 尚未 讲 过 的 知识 , 姑 将 其 证 划 
略 去 . 

(5) 若 刀 是 由 有 限 条 可 求 长 曲线 围 成 的 多 连通 闭 区 域 , 作 
辅助 线 使 它 变 成 若干 个 单 连 通 区 域 之 和 (图 20-8) ,对 每 个 单 连 
通 闭 区 域 应 用 (4) 的 结果 ,然后 相 加 即 得 .证 毕 

推论 20.1 若 品 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 闭 区 域 ， 
P(x, y), Q(z, y)E CW (D) , 则 


|(5 + 3) = [Peosr, ZX) + Qcos(n, y))ds. 


其 中 取 外 法 线 方向 . 
证 明 设 1 为 边界 9D 的 单位 切 向 量 ,，[n, tj] 成 右手 系 标 


架 , 所 以 
cos(n, xX) = cos(t, y), cos(n, y) =— cos(t. x). 
于 是 应 用 Green 公式 得 


aQ 
中 (二 + 十 一 > )dzdy 
= | -ouz+Pdy 
3D 
一 | Qcoslt, x) + Peos(t, y)]ds 
aD 
一 [LPeos(n, xX) 十 Qcos(n, y) jds. 证 毕 


1.2 ” 例 与 调和 函数 
. 例 1 计算 曲线 积分 


7 一 | 斑 = yd 
人 rx? 二 yy » 
其 中 C 为 如 图 20-9 所 示 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 . 
解 ” 因 水 数 
P(xz, y) 一 一 去 十 一 QZ， y) 一 ZT 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 

在 原点 不 连续 ,所 以 不 能 在 C 所 围 的 闭 中 。 
区 域 上 应 用 Green 公式 . 为 此 作 以 原点 
为 中 心 ,以 s 为 半径 的 小 圆周 C. ,使 其 位 
在 C 内 ,方向 如 图 20-9 中 所 示 , 记 CC 与 Gy 
C: 所 围 成 的 闭 区 域 为 D。, 则 9D。==C 一 
C.. 因为 D: 上 有 

aQ_ y—zx _9P 

az (zy) oy 图 20-9 
所 以 


0 -中 ( 守 -) = = Pt a 


€ 


一 Je 十 Qdy 一 je 十 Qdy， 


TI= [2 | 下 二 尘 


一 评 . 2Ne’ 一 2r. 


例 2 计算 二 重 积分 
I = :dzdy， 


D 


其 中 品 是 以 A (xi, mm),，B(r ,oo)， CCz3, ys) 为 顶点 的 三 角 
形 闭 区 域 (图 20-10). 

解 令 P(x,y)=0, Q(x, y) 二 言 攻 ,由 Green 公式 得 
ME 
» ” 3 3 3 3 

AB 


EE CA 


应 用 曲线 积分 计算 公式 ,得 


NL 沪 灌 送 吹出 十 | 1 洲 


eH 


苇 芯 , 济 溉 避 
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y 
| C(x ,为 ) 
B(x,, y, ) 
A(X,,y,) 
O 区 
图 20-10 
je 
x XTX» Xi | 4 zi 
_ (yy1) (ztr) (zit xi) 
了 . 
同 理 有 
| = [Cs — ya) Cz 十 zz)(z 十 Xz? )]， 
丈 


Jz'dy = IE 一 ys) (Xx 十 zs)(zi 十 好)]， 
CA 


所 以 
|razay 一 十 [ (yy yi) (Crt) (t+?) 


D 


十 (ys 一 yz) (zs 二 Tz ) (zi zx?) 
十 (yi 一 y3) (zi 二 zx) (xix )]. 
设 DD 为 区 域 ,函数 (z+, y)EC*(D), 若 函数 在 只 上 满足 
方程 
2 =0， 9 


则 称 (zy) 是 刀 上 的 调和 函数 , 若 令 A 一 7 十 于 7 ， 称 之 为 


Laplace 算 子 , 则 名 式 也 可 写作 
Au 三 0. 
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为 了 讨论 调和 函数 性 质 , 先 来 证 下 面 定理 . 
定理 20.2 设 闭 区 域 了 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 , 国 
数 x,vEC2 (D). 则 有 


、 [ou.. 
(1) suaray 一 | gn 
b jp 


du GU | 9u dv 
(2) Averay 一 (六 元 十 3 亚 )dz zzdy 十 二 Sqs; 


G3) [var — uAv)dzrdy = (2 六 —u 了 于)ds 
其 中 为 外 法 线 方向 

证 明 证 (1) 由 方向 导数 公式 和 推论 20. 1, 得 
| du 一 | ( 腾 cos(m， XxX) 十 Fcosln, y) )d 


-站 党 + 器 )aeu Javaray 
证 (2). 仍 由 方向 导数 公式 和 推论 20. 1 ,得 
由 中 gs 一 | (veosl, z) + vcos(n, y) )ds 


Au 22 十 gu 9vU 
= 中 (时 元 十 ay ay jdzdy 十 joAudrdy. 


证 (3). 在 上 式 中 交 换 w,v > 


av au az ,9v az 
|: ns 一 J (a a3zt ay 到)dzdy 二 | MAzdzdy. 


从 (2) 的 结果 减 去 上 式 即 得 (3). 证 毕 
例 3 设 品 为 区 域 , wx(z，y)EC2 (D). 证 明 : u(x, yy) 是 
调和 函数 的 充 要 条 件 为 : 对 DD 内 任 一 圆周 C, 且 C 所 围 闭 圆 属 
于 DD, 都 有 
au 
Fads 一 0, 


证 明 设 u(zx, y) 为 D 上 调和 函数 , C 所 围 的 闭 圆 记 作 
人 CD, 由 定理 20. 2 的 (1). 得 


总 着 , 洪 织 村 下 发 衬 漠 壮 起 ” 册 十 | 1 溃 


加 
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| 种 = || audzdy 一 0. 
反之 , 任 取 (rzo， yo) EDD, 作 圆周 C: (XT—Zz0) TC(y— yo )’ 
一 人: ,使 C 所 围 的 闭 圆 QCD. 由 条 件 和 积分 中 值 定理 得 


一 | ds = || audzdy = Au(é€, 7) ne, 
c n 


其 中 点 (§, 7)EQ, 上 式 消 去 & ,然后 令 s 一 0, 即 得 
Aul(zo, Yo )= 0. 
由 (x。，, yo ) 的 任意 性 , 故 有 Au(x, y) 三 0, 即 u(xz, y) 为 D 上 调 
和 函数 . 
例 4 在 例 3 条 件 下 ,证 明 : u(x, y) 是 D 上 调和 函数 的 充 
要 条 件 为 Y Pu (x。， yo)ED, 有 


2x 
u(xo, Yo ) 一 去 |， u(xo 十 rcos0， yo 十 rsin0)d0， 


成 若 . 漠 强 要 百人 凡 冰 油污 职 ” 贡 十 | 1 识 


0<r<dist(P,, 9D)=4d. 
证 明 设 xz(z，y) 为 也 上 调和 国 数 , 取 C: (xz 一 zo 六 十 
(3 一 加 关 王 天 (0<r<dist(Po， 3D) 一 dg 四. 这 时 C 的 外 法 线 方向 
n 即 为 半径 > 的 方向 ,所 以 由 例 3 得 
9u [ou 
| nd 一 | 元 一 0, 

再 由 曲线 积分 计算 公式 得 

| (zo 十 recos0, yo 十 rsin0)rd9 一 0. 
在 0( 委 人 委 2r，0 委 rr 委 d 一 上 应 用 参 变 积分 求 导 定理 ,得 

也 | uc 十 rcos0, yo 十 rsin0)d0 

一 | Fr (zo 十 rcosg，y 十 rsing)d0 = 0. 

记念 参 变 量 ”的 积分 为 A(r): 
Cr) = | ca 十 rcos9，y 十 rsin0)d0 (0 委 和 << 二 ). 
298 则 上 式 可 改写 成 
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of(r) _ 
了 一 0 (0 过 rd 一 e). 
由 此 推出 在 [0, 4 一 ej] 上 f(r)==a( 常 数 ). 令 e 一 0, 得 f(x)=a 
(0 生 r<d) , 定 出 常数 a: 
a= f(0) = u(xo, yo )27, 


所 以 
2x 

“zsoo)= 去 | u(xzo 十 rcosg,y 十 rsin0)d0 (0 过 r < qd). 
0 


上 式 说 明 调 和 函数 在 圆心 的 值 等 于 圆周 上 值 的 积分 平均 ， 
反之 , 若 平均 值 性 质 成 立 ,上 式 两 边 对 > 求 导 ,得 


0 一 2 uc 十 rcosO，yo 十 rsin0)d9， 
2x 
根据 上 而 推导 可 得 |” 3d = 0, 因而 


2 gu | 有 
一 d40 一 | 一 ds 一 0. 
r 37d ) 也 由 0 


再 由 例 3 知 u(x, y) 在 D 上 调和 |. 
利用 调和 函数 的 平均 值 性 质 , 可 以 证 明 若 调和 函数 不 为 常 
数 , 则 它 在 区 域 D 内 取 不 到 它 的 最 大 、 最 小 值 . 
例 5 设 闭 区 域 DD 是 由 有 限 条 了 逐 段 光滑 曲线 围 成 ,调和 消 
数 u(x， y) 在 边界 3D 上 为 零 , 则 它 在 D 上 恒 为 零 . 
证 明 在 定理 20. 2 的 (2) 中 取 v(x, y)==u(x, >), 和 w(x， 
y) 在 边界 上 为 零 ,得 
Dr au\?’ 
J[() 十 (六) Jazdy 一 0. 
由 此 可 得 


ax az 一 
i= 0 3y = 0 (Zz， y) ED. 


所 以 uw(z, y) 二 a( 和 常数 ), 因 w(xz, yy) 在 边界 上 为 零 , 帮 u(x ，y) 
二 0. 


这 说 明 调和 函数 在 区 域内 的 值 ,由 它 在 边界 上 的 值 唯一 地 _299 
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思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 设 刀 是 由 逐 段 光 宝 闭 曲 线 C 围 成 的 闭 域 , 范 数 f, gE€ 
CD ,证 明 分 部 积分 公式 : 


ON Eardy =— [fgdr —|le SLdrdy, 


(2) I 58dzdy = J/gdy — ls 3Lazrdy. 


2. 求 积分 
1= | 下 二 冰 
| zy 
(1) C 是 以 道 时 针 方 向 环绕 原点 两 圈 的 可 求 长 闭 曲 线 ; 
(2) C 是 不 过 原点 的 简单 可 求 长 闭 曲线 , 且 C 所 围 闭 区 域 
也 不 含 原点 . 
3. 设 C 为 光滑 简单 闭 曲线 , 求 积分 


了 一 Jeosls, n)ds, 
可 


其 中 i 为 确定 的 方向 , n 为 C 的 单位 外 法 向 量 . 
4. 计算 下 列 积分 : 
0) | 四 de D， 瑟 十 鉴 科 1 
(2) | ce + dy— (TC—y)dy, D: T+y <1; 
» 
(3) | esinzdr + esinydy, D: a<r<b, cy<d. 
5. 计算 下 列 积分 ， 


a) J 十)dz 十 (x 十 >)*dy, 其 中 AO 是 连接 A(a, 0) 


和 0O(0， 0) 的 肝 线 +y = ar; 


(2) [ei[(1 一 cosy)dz 一 (y 一 siny)dy], 其 中 A0 是 连接 
300 他 
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O(0, 0) 和 A4(r,0) 的 曲线 y 一 sinz; 
(3) | ee [z(G1 一 也 一 交 )dz 十 y(1 十 卫 十 交 )dy], 其 中 
加 


AD 是 连接 O(0, 0) 和 A(1, 1) 的 曲线 y 二 x? 
6. 设 4>0,，C>0, 4AC 一 召 : 盖 0. 求证 
Xdy 一 ydz 一 2 ,L: z+y = R:. 


1 Ax? 十 2Bzy 十 CI” VAC—B 
(提示 : 先 求 出 椭圆 Ax’ 十 2Bxy 十 Cy 人 的 面积 ) 
7. 计算 曲线 积分 


了 一 | lecosy + ysiny)dy+ (zsiny 一 ycosy)dx], 


其 中 工 是 包含 原点 在 其 内 部 的 光滑 简单 闲 曲线 . 
8 设 f(x, 少 在 上 半 平 面 y>0 上 连续 可 微 . 证明: 对 于 上 


半 平 面 内 任 一 光滑 闭 曲 线 C, 曲 线 积分 
[es y)(zdy 一 ydz) 一 0 
的 充 要 条 件 是 /(z，y) 为 一 (一 2) 次 齐 次 函数 . 
9. 《1) 求 曲 线 积分 


了 一 | (cos2zydz 十 sin2zydy)， 
aD 


D.: |zx|<R, 0<y<b; 


6 2 
(2) 证 明 : lim | eR )sin2Rydy = 0; 
一 士 ccv 0 


oo  ， ， 
(3) 证 明 : | er cos2brdr = Ver 


10. 设 DD 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 闭 区 域 , u, vE€E 
C2 (DD), u(x, yy) 为 调和 函数 , v(x, y) 在 9D 上 为 零 , 记 作 v|3p 
二 0. 证 明 : 


du 9U |, du 9v 
Ne azr tay 3 )drdy =0. 


11. 闭 区 域 DD 条 件 同 上 题 , wx， w€EC”(D), u(x, y) 是 调 
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和 函数 , 且 [w 一 wj]j|p = 二 0( 即 w, wu 在 边界 上 有 相同 的 值 ). 证 
明 : 


上 (5 +( ¥) ]dzdy < 由 (过 (全 2) ]dzdy 


12. 设 w(z，y) 为 调和 函数 了， 是 以 2r 为 
周期 的 周期 函数 . 证 明 


7%) = [(¥) 


S2 Gauss 公式 


的 -ce 


2.1 Gaussd 公式 


Gauss 公式 是 联系 空间 区 域 上 的 三 重 积分 与 沿 区 域 边 界外 
侧 的 曲面 积分 的 关系 式 , 它 是 Green 公式 推论 20. 1 的 推广 . 

定理 20.3 设 V 是 空间 的 一 个 有 界 闭 区 域 , 9V 是 由 有 限 
张 分 块 光 滑 的 双 侧 曲面 组 成 ,并 取 外 法 线 方向 . 函数 P(x，y， 
z), Q(x， y, Xz), R(x, y, z) 在 V 上 连续 并 有 连续 偏 导 数 . 则 


Pay A ast Qa A dr + RarA dy 


ll ( 竺 十 + jardyds. 
证 明 (1) 设 V 是 如 下 第 一 类 闭 区 域 : 

V= |(r,y, 2): (rx, y) ED, p(xr, y) zr, y)|, 
其 中 D 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 xOy 平面 上 闭 区 域 ， 
g(xz,y), Wz, y)ECW(D). 则 V 的 边界 由 下 列 曲面 构成 : 

Si: z= yx, y), (+, y) ED; 
Si: z= (x, y), (+, y) € D; 
px, y) EE WHUzr, y), (x, y) € 9D. 


高 斯 (德国 数学 家 ，1777 一 1855)， 
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曲面 5S; 法 向 量 朝 上 ,所 以 法 向 量 的 第 三 个 方向 余弦 cos7>>0; 
曲面 S; 法 向 量 朝 下 ，cosY<0; 柱 面 $; 的 法 向 量 与 > 轴 垂 直 ， 
cosy 一 0(S: 可 能 由 几 个 柱 面 组 成 ). 由 曲面 积分 计算 公式 得 


le y, z)dr A dy = eu 和 dy 二 | Rd Ady 十 |RdzAdy 
av Si S Ss, 
= JR(z, y, wz y)) drdy 
D 


-Jeez, y, p(x, y))drdy. 
又 由 三 重 积 分 化 累 次 积分 公式 得 
了 dzdydz 


-ss | ” 了 dz 
_ Tec JJ， yx, y))— R(z, »》， 92(z， 3y))jdzdy. 


于 是 得 到 
lc, y, z)dr A dy = lz 元 dzdydz. 中 
， 设 V 是 如 下 第 二 类 闭 区 域 : 
= |(z,y，z): (y, z) €E D, 8(y，z) 委 工 委 从 7，=)|， 
中 DD 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 Oyz 平面 上 闭 区 域 ， 
p(y, z), p(y, zx)E CMW(D). 同 理 可 证 
ee, y, z)dyA dz = 下 3dzdydz. GO) 
(3) 设立 是 如 下 第 三 类 闭 区 域 : 
V= zy z): (z, x) € D, p(xz, +) Sy EMHz, x)), 
其 中 也 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 Ozz 平面 上 的 闭 区 域 ， 
?lz, 工 ) ,J(z, 工 )E CV(D). 辐 理 可 证 


ez, y, el aQdzdydz 
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304 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 

(4) 设 V 是 四 面体 ,我 们 来 说 明 Gauss 公式 成 立 . 对 四 面体 
区 域 V ,根据 六 条 棱 在 Oxry 平面 上 投影 组 成 的 三 角形 个 数 ,总 
可 用 辅助 平面 将 其 分 成 少 则 一 个 .多 则 四 个 第 一 类 闭 区 域 之 和 ， 
设 V=UV,, 由 (1) 得 

ee, y, x)dr A dy = 由: 2 drdydz. 


对 i 求 和 ， 因 辅 助 柱 面 上 曲面 积分 } 出 现 两 次 ， 方向 相反 , 故 两 曲 
面积 分 正好 抵消 (事实 上 为 零 ), 所 以 有 


ies y, z)dr A dy = 由 Fdzrdydz. 
a Vv 


同 理 ,对 四 面体 区 域 V 能 用 垂直 于 Oyz 坐标 面 的 平面 将 其 
分 成 有 限 个 第 二 类 闭 区 域 之 和 ,也 能 用 垂直 于 Ozx 坐标 面 的 平 
面 将 其 分 成 有 限 个 第 三 类 闭 区 域 之 和 , 则 @ 、@ 两 式 成 立 . 将 @、 
@ .图 三 式 相 加 ,得 
Adz+QdzAdriRdrAdy 


-用 (二 jdzd ydz. @ 


或 记 成 
站 Peosa 十 Qcosp8 十 Recosy)dS 


一 -由 ( 于 )dzdydz， 


其 中 cosa, cosB, cosY 边界 ay a 
(5) 对 定理 条 件 下 的 区 域 V, 若 V 单 连通 , 先 用 V 内 区 域 
V. 通 近 VV ,光滑 曲面 9V. 逼近 aV. 因 9V, 在 V 内 部 ,我 们 可 用 
多 面体 逼近 V., 用 多 面体 的 边界 逼近 3V:.. 而 多 面体 可 分 成 若 
于 个 四 面体 之 和 (要 求 四 面体 边界 的 每 个 三 角形 的 内 角 之 2>> 
0), 寿 每 个 四 面体 上 公式 @ 成 立 , 因 而 得 出 多 面体 上 公式 加 成 
立 . 令 多 面体 趋 于 V., 得 V. 上 公式 @ 成 立 . 最 后 令 e 一 0 得 公 
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式 @ 在 V 上 成 立 . 多 连通 情况 仿 Green 公式 可 证 . 证 毕 . 
2.2 倒 与 应 用 
例 1 计算 曲面 积分 
1 = | Adz 十 ydzAdz 十 zzdrz 人 dy， 


S: (Z 一 a)2 十 (y 一 0 十 (z 一 c 半 一 民 : ,方向 取 外 法 线 方向 . 
解 ”由 高 斯 公式 得 
1= |z*ayAdz+ydzAdz+zdrAdy 


一 由 zc+y+adazdydz 
计算 三 重 积分 时 ,我 们 可 以 利用 密度 为 1 的 球 的 重心 公式 ,并 注 
意 球 V 的 重心 为 (a, 6, c), 所 以 
xarayds =a: $xR’ ， 


了 


人 azavaz 一 0 SR ， 


V 


zarayas 二 Cc，: $xR:. 
Vv 


因此 
了 一 SR'(atbte). 
例 2 双 侧 曲 面 S 两 侧 均 匀 分 布 正 .负电 荷 , 求 带 电 面 在 
A(&, 7p, 引 忆 9 点 的 双 层 位 势 
rn 
W(é, 7, &) -J dS, 
其 中 为 曲面 S 的 单位 法 向 量 ,方向 由 负电 荷 指向 正 电 荷 ， 
r= (rEit Oy DI Ok, r=|rl. 
解 若 S 是 封闭 曲面 ,内 侧 分 布 负电 荷 ,外 侧 分 布 正 电 荷 ， 
所 以 为 外 法 线 方向 , 当 点 A 在 S 所 围 区 域内 部 时 . 以 A 为 心 ， 


i 习 兴 消 关 豆 ” 山 十 | | 溃 


Re 


可 着 , 测 直 村 
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以 s 为 半径 作 小 球面 S ,使 S. 整个 在 S 的 内 部 . 记 S 与 S. 之 间 
的 区 域 为 V. 注意 到 


es 


to0sa 十 > 二 cosp 十 二 cosy)ds, 


全 
第 < 
于 Pp- £48,Q= 2 3, R= 3, 
章 r r r 
各 求 篇 导数 得 
各 aP _ 1 3(z-8 9Q_1 30 
分 并 1 7 ”dy rr 大 ， 
之 
间 
的 
联 oOR 1 3(z 一 多? 
系 了 二 万 一 ”万 
场 之 rr r 
论 上 述 偏 导数 除 A 点 外 连续 , 且 

aP aQ ,oR 


在 S 与 S. 所 围 区 域 上 应 用 Gauss 公式 ,得 


0= (a 十 pe 


其 中 S。 到 它 所 围 球体 的 外 法 线 方向 ， 所 以 在 S. 上 向 量 r 与 
方向 一 致 ,由 此 可 得 


[es ngs 一 | sls = Be = 4x. 


当 点 A 在 曲面 S 所 国 区 城 外 部 时 ， 这 时 直接 应 用 Gauss 公式 知 


若 S 是 非 封闭 曲面 ,从 A 点 出 发 过 5S 每 一 边界 点 作 射线 ， 
这 些 射线 组 成 一 锥 形 曲 面 , 记 以 A 为 心 ,以 。 为 半径 的 球面 
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(e 充分 小 时 ,球面 与 S 不 交 ) 被 锥 形 曲 面 截 下 的 那 部 分 为 S.， 
S: 的 定向 取 球 面 的 外 法 线 方向 . 锥 形 曲 面 落 在 S. 与 $S 之 间 的 
那 部 分 师 面 为 S1, 其 定向 取 外 法 线 方向 . 曲面 5:，S1, S 装 成 一 
区 域 V, 在 V 上 应 用 pe 


"= 外 ( 革 + drdydz 
-| "5 
因 在 S 上 向 量 与 外 法 线 方 向 正 交 ， 夏 有 


ls = 
[3 


其 中 心 是 以 A 为 心 ， 以 1 为 半径 的 球面 被 锥 形 曲面 所 截 下 的 那 
块 球面 的 面积 , 称 为 锥 形 曲面 所 围 空间 的 立体 角 的 值 .所 以 双 层 
位 势 等 于 A 点 观察 曲面 S$ 时 的 立体 角 的 值 , 当 视线 与 S 的 法 向 
量 一 致 时 ,立体 角 的 值 取 正 号 ,否则 取 负 号 ， 

例 3 把 Laplace 算 符 Au=2 2 变换 成 球 坐 标 


形式 . 
解 ” 球 坐标 变换 T: x 二 rsingcos9, y 二 rsingsin0, 一 rcosy 
在 区 域 0 生 和 < 十 ceo, 0 二 g 过 x, 0 二 9<2x 上 单 叶 , 在 此 单 叶 域 上 
任 取 一 小 区 域 
:mo 和 有 委 7r 乏 mm 十 9 由 和 过 9 和 过 十 0， 
各 委 儿 4 十 6(0>0)， 


和 函数 
rr 一 rr) ，T(G2 一 om) ， CO 一 2) 
n 一 sin 一 人 


v(r, 9, 0) = sin si 


则 vEC" (0), vlan 一 0, 变 换 工 把 0Q 上 映 为 T(Q), 把 v 映 为 
5 T ,为 书写 简单 起 见 , 将 v。T ' 仍 记 作 wv, 它 在 T(Q) 边 界 


人 N 沪 消 普 斩 ”二 十 | 1 狂 


洪 梁 相互 


307 
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上 到 零 值 . 推导 中 用 到 如 下 形式 的 Gauss 公式 : 
jocPpay Adz+ Qdz A drt Rdzr A dy) 


AaV 
Ov Ov gv 
一 I 3P + FQ 十 FRR )azdydz 
aP ,9Q ,aR 
+ 外 (二 十 区 十 罗 )dzdydz 


由 于 wv 在 T(Q) 的 边界 上 取 值 为 零 ,应 用 上 述 Gauss 公式 ， 


得 
(UUr 二 vyuy 十 vu drdydz 
iin) 
二 一 | vauazdydz 
Nn) 
=— joar . rsinpdrdgd0. ©@ 
n 
利用 复合 函数 求 偏 导数 得 
zy = zzxsinpcosO 十 xysinpsin0 十 xcos9p， 
Ug 一 zz。rcospcos0 十 xy， rcospsin0 + u.(— rsing), 
Ue = XU 。( 一 rsinpsin0) + u, + rsingcosd. 
或 将 其 写成 矩阵 形式 : 
zlr 
1 singcos0 singsing cosg 1 fu: 
一 Ke . . 
r = | cosypcosg cospsin0 — sing| |u,|. 
1 — sing cos0 0 u: 
rsing 


对 上 式 作 转 置 运算 ,然后 与 把 上 式 的 x 换 成 ”所 得 式 作 点 乘 得 


1 1 
UV upvVy + Fa Move 
r rsing 


singpcosg cosypcosO 一 sinl 
= [u, u, xj]|sinpsing cospsing cos 


cosg — sing 0 
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SinwpcosO sinpsin0 cosgp ] fv 
coscosl cosysing — sing| ja 一 wor 十 zuy 十 zu 
一 Sin0 cosO 0 VU 


对 中 式 左 端 先 作 球 坐标 变换 ,后 用 Gauss 公式 得 


(Vi; vuy tT vus drdydz 
jn) 
一 人 Dr 十 Tw 十 ue ) risingdrdgpd0 
"re ? isinig 


人 “rsingu, 二 vp * singus 十 Ve ne 和 )drdpdo 


-下 [3 singu, ae 3 Wo ) ]drdrde ®) 


| 
=E 二 > 


99 sing 
比较 四 与 @ ,得 
9(rsingu,) | 9(singus) | 9/ Ww 
bj [ or 十 BL + 加 ( 弛 5) 


— Aur’ sing |drdpd9= 0., 


因 w 在 Q 上 非 负 ,应 用 第 一 积分 中 值 定理 ,然后 令 >0, 得 出 在 
(ro, Po, 


9 (singus ) 1 gug 
Ax = A ut inp ain 99 rsing 900- 


再 由 (no, @，, 的 任意 位 得 Laplace 算 子 的 球 坐 标 形式 为 


2 
A 一 六 新 
思考 练习 解答 下 列 问 题 : 
1. 设 T: zx 一 rcosg，y 一 rsing, 如 例 3 了 到 平 面 区 域 2 与 函数 
利用 
(vu 十 yuy)dzdy 一 一 | waudzay 


T(N) T(0) 


1 
和 vir Vuy = Vu, 十 天 Vou ， 


他 关 , 测 梁 下 可 作 冰 旨 等 耻 ”项 十 | 各 
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厂 着 , 济 织 村 要 以 冰 强壮 了 下 ” 贡 十 | 1 种 


、 _ gu 7 _ 
证 明 Laplace 方程 Au 一 了 37 十 37 在 极 坐 标 系 下 为 : 
_ 19/0) 1 gu 
Ax 一 r 分 (7 字 ) 72 902° 
2. 在 柱 坐 标 系 下 ，Laplace 算 子 为 : 
1 9 1 ou 
A = ("5 “) 5 oF 二 5 


rr gr a 


3. 利用 高 斯 公式 求 下 列 曲 面积 分 : 
(1) [rdy Ndz + ydz A dz zdr Ady, S: (一 6) 十 (yy 一 


0 十 (< 一 c) = 二 R? 外 侧 ; 


(2) [Ixz:dyAdz+ ydzAdr+i+zidrAdy, S: 7 二 yy 2 


Wu 


委 户 的 边界 面 , 取 外 侧 ; 
(3) | 二 ztyAdz+(y 一 z 十 z)dz 人 dz 十 (= 一 < 


十 y)dzAdy，S 为 曲面 | z 一 > 十 z| 十 | y 一 z 十 工 | 十 | z 一 + 十 > | 
二 1 的 外 侧 ; 

Wte” )dyA dz (y 二 en")dzAdr 二 + (z 十 e”“) 
dz 人 dy,S 为 椭 球 面 zx? 十 2y: 十 4 对 十 2zy 十 2yz 十 2zz 二 1 的 


外 侧 . 
4. 计算 下 列 曲面 积分 : 


Coal — ydyAdz+t+ (yO—z)dzAdri+ (2 — 7r)dr 
WW yy 之 2 
Ady, 5S: 二 十 友 十 过 二 1(z 之 0) 的 上 侧 ; 


ol (Zz 十 cosy)dyAdz 十 (y 十 cosz)dzA dx 二 (z+coszr)dx 


Ady, S 为 x 十 y 十 x = 不在 第 一 象限 部 分 ,定向 取 上 侧 . 
5. 设 V 是 由 有 限 张 分 块 光 滑 曲 面 围 成 的 闭 区 域 , n 表示 
310 9V 的 外 法 线 方向 , u, v€C(V). 证明: 
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9 
GD) (FE)as 一 | Audrayaz; 
aV V 
Ou 9U | 9u 9v 


、 OU _ 9U ou | 9u gm 
(2h 元 d5 一 eavaraya + | ( 元 十 3y 3y 


Qu 9v 
十 东亚 


gv dz 
ell Tv 有 )dS = Nes- vAu) dzrdydz. 


6. 在 上 题 条 件 下 , 设 u(tz，y, zx) 是 调和 函数 : Ax==0, 且 
ulaxwv 二 0, 证明; u(x, y, 2) 三 0, (xX, y, 2)EV. 
7. 在 第 5 题 条 件 下 , 设 wz，>，z) 是 调和 函数 , 且 [x 一 要 | 


二 0, 证 明 : 
JF( 闫 ) + (¥) + (PE) ]dzdydz 


Vv 
< EE) + (0) + (GE) la 
8. 设 u(r, y, z) 是 区 域 V 上 调和 函数 ,点 Po (zxo， Yo，zo) 
EV, 记 4d 二 dist(P。, 9V), 则 有 


jdzdydz; 


2x n 、 
U(xzo, Yo, Lo) 一 二 | dl| u(xo 十 rsinpcosg，yo 十 rsingsin0， 
0 0 


zo 十 rcosp)sinpdp (0<<r<<d)， 
9. 设 V 同 第 5 题 ,函数 fg,h, u,v, wE CO (Y) ,证 明 
分 部 积分 公式 : 
DW fis + gos + mos Ydzdyde 
V 


一 may Adz 十 gdzA 人 dz 十 hdzrAdy 
9W 


-j】 (fiut gyv herw) drdydz. 
V 


10. 设 $: 十 yy 十 z? 二 1, VV 是 单位 球 , f(x, y,z) 是 nn 次 
齐 次 函数 , 且 fE Ce CR ) ,证 明 


敢 荐 , 漠 织 于 下 亿 阔 油 壮 下 ”项 十 | |! 以 
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悚 着 . 灌 纵 村 本 作 阔 漠 状 台山 十 | | 漆 
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|e, y, z)dS = Tafardydz. 


5 Vv 
$3 Stokes 公式 


Stokes 公式 是 联系 空间 曲面 积分 与 其 边界 曲线 积分 的 关 
系 式 , 它 是 平面 Green 公式 在 空间 维 数 的 推广 ,而 Gauss 公式 
是 Green 公式 在 积分 维 数 的 推广 . 

定理 20.4 设 $S 是 空间 中 一 光滑 曲面 ,边界 9S 由 有 限 条 
逐 段 光滑 曲线 组 成 , 39S 的 定向 由 S 的 定向 所 确定 . 观 数 P(x， 
y, 2),， Q(z, y, z), R(r, y, xz)E CV(S)( 意 即 存 在 开 集 G， 
SCG, 且 PP, Q, REC™m(G)). 则 有 


|Pdz+Qdy+ Rdz =|( 守 -号 )ayy dz 
as S 
+ (器 一 荔 )dzAdy Q@ 


注 为 了 便于 记忆 ,公式 外 常 写成 如 下 形式 

cosa cosp cosy 
[Paz + Qdy + Rdz =|| 元 艺 站 lds. @ 
3S Ss p ao R 
其 中 cosa, cosB,，cos7Y 为 S 取 定 法 向 量 的 方向 余弦 . 

证 明 (1) 设 S 由 显 函 数 
z= f(z, y), (zx, y) ED 

给 出 ,其 中 忆 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 Orzy 坐标 平面 上 
的 闭 区 域 ，FECco(D)( 图 20-11), 设 S 的 定向 n 和 9S 的 定向 
如 图 20-11 所 示 . 由 33 的 定向 决定 其 投影 9D 的 定向 ,根据 第 二 


@) 斯 托 克 斯 (英国 数学 家 ,，1819 一 1903). 
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型 曲线 积分 的 定义 ,不 难看 出 


x oD 


图 20-11 


[pez, y，z)dz 一 |Pc， y, f(x, y) )dz. 


对 上 式 右 端 应 用 Green 公式 ,得 


jee y, z)dz —)(% 于 元 ) dzrdy. ® 
另 -方面 ， 由 S 的 参数 式 
T=7x, y=y, z= f(r,y), (x, y) ED 
MR B= 一 禾 , C=1), 得 
EN - 直 可 人 鸡 - 各 ee 
ee 0 
比较 @ 与 @ 式 得 到 
JPaz = | Ea A dr — Pde A dy 加 
同 理 可 证 
© 


[Qay =[| -284y A dz + Sedr Ady 
(2) 设 S 由 显 函 数 
r= f(y, z)， (y, z) € D 
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给 出 ,其 中 DD 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 Oyz 坐标 平面 上 
的 闭 区 域 ， f E€ C (D), 取 定 S$ 和 33S 定向 后 , 同 理 可 证 


(4=1， B=—3, c=-—3): 


dz/ 
|Qay = 一 59dyAdz 十 29dzAdyi @) 
ER Ss 7 
第 _ ffaR _9aR 
地 JRae lez Adz Iz Adz. @ 
(3) 设 S 由 显 方程 
和 y= f(z, 7), (z, +)ED 
分 给 出 ,其 中 D 是 由 有 限 条 逐 段 光滑 曲线 围 成 的 Ozx 坐标 平面 上 
和 的 闭 区 域 ，f € Co (D), 取 定 S 和 as 的 定向 , 同 理 可 证 
联 __9f po ~ _9f\. 
系 ( Fz’ B=1, C= 5 
场 aR oR 
论 JRae = dy A de— HA; @ 
aP aP ; 
|Par =[ Ed A dr— de A dy. (Uy 


中 形式 ,这 时 公式 @ ,中 ,@@ 同 时 成 立 , 相 加 即 得 


|Paz + Qdy+ Rdz =-|( 宛 一 RR)ay A dz 
35 5 
十 (至 - 宣 )dzA dx 
+ (加 - 先 )az 人 dy. 


车 三 角形 S 可 同时 表示 为 (1), (2) 中 形式 ,在 Ozz 平面 上 投影 
为 一 线段 ,这 时 公式 @ .@ ,@ 同 时 成 立 , 相 加 亦 得 Stokes 公式 . 
车 三 角形 S 只 能 表示 成 (1) 中 形式 ,在 Oyz, Ozz 坐标 面 上 投影 
为 一 线段 ,这 时 


|Radz =0 = Edy A dz — dz A dz. 
314 4 5 gy 9 并 
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将 @,@ 和 上 式 相 加 , 亦 得 Stokes 公式 . 

(5) 对 于 定理 中 曲面 S, 总 可 用 由 三 角形 组 成 的 多 面 形 来 
逼近 (要 求 每 个 三 角形 内 角 关 >0) ,而 在 每 个 三 角形 上 Stokes 
公式 成 立 ,然后 相 加 ,由 于 辅助 线段 上 曲线 积分 两 两 抵消 ,得 到 
多 面 形 上 Stokes 公式 成 立 . 最 后 取 极 限 , 即 得 曲面 S 上 的 
Stokes 公式 ,证 毕 . 

例 ”计算 曲线 积分 

了 一 | -zdz+ (z— x)dy 二 + (zx— y)dz, 


其 中 工 是 球面 x? 十 十 2 二 a? 与 平面 zx 十 y 十 = 一 0 的 交 线 ,从 
= 轴 正 向 看 去 L 取道 时 针 方向 (图 19-2). 
解 “平面 z 十 y? 十 = 一 0 被 上 所 周 部 分 取 作 S ,并 取 S 的 法 
向 量 向 上 ,所 以 它 的 方向 余弦 为 ; 
1 1 1 
"-( 契 ' 万 ' 丰 上 
应 用 Stokes 公式 得 


rf 


1 1 1 
V3 YW3 V3 

9 

s| ar 9y 
yy 一 zx xz 一 工 XxX—y 
6 2 
-| 后 3 一 一 2 VSra:. 

思考 练习 解答 下 列 问 题 : 

1. 设 S 为 M6bius 带 , 9S 的 参数 方程 为 


Z 一 (2 一 sin 到 jcosz， 


y= (2— sin 可 jsint， (0 雪上 二 4r) 


t 
之 一 一 COS 地， 


2 


情 莹 , 漠 趴 于 下 性 冰 江 着 下” 攻 十 | 和 避 - 
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弓 若 , 沙 梁 如 画作 未 漠 伍 耻 ” 几 十 | 小 


让 明 ， xdy— ydr _ 
证 明 : | Ty dx. 
并 说 明 Stokes 公式 不 成 立 . 

2. 求 下 列 曲 线 积 分 : 


(GD |(y 一 =)dz 十 (z 一 z)dy 十 (z 一 >)dz, 为 椭圆 周 : x 


十 交 一 尼 , 寺 十 大 一 1(a >0, 关 >>0), 若 从 Crz 轴 正 向 看 去 ， 
此 椭 贺 周 是 依 反 时 针 方 向 进行 的 ; 
(2) | (> 一 =)dz 二 (= 一 z)dy 十 (z 一 y)dz, 工 为 圆周 : zx 


十 y 十 xz? 二 a， y= ztana(0 < «< x，& 天 豆 ), 若 从 Oz 轴 正 
向 看 去 ,圆周 是 依 反 时 针 方向 进行 的 ; 

(3) |yrart :dy+ zide, 了 为 曲线 : x? 十 yy 十 2z* 二 a? ， 
十 六 az,(z>0, a 之 0) 若 从 OQzr 轴 正 向 看 去 ,曲线 是 依 反 时 
针 方 向 进行 的 ; 

ake 十 z? dz 十 (zx? 十 z*)dy 十 (y: 十 xX?)dz, 工 是 曲 
线 : 十 十 二 2Rr, XT 十 y 二 2rz(0< 之 rr 之 R, zx 之 0), 此 


曲线 的 方向 如 下 :由 它 所 包围 的 在 球 > 十 zx 十 2 二 2Rz 外 表面 


上 的 较 小 区 域 保持 在 左 方 . 
3. 设 f(x, y, z) 在 上 半空 间 之 0 上 连续 可 微 . 证 明 : 对 


上 半空 间 内 任 一 光滑 闭 曲 线 工 ,积分 
[rz Ss— ydrt (rz—z)dy+(y—z)de] =0 


的 充 要 条 件 是 f(x，y, z) 为 一 (一 2) 次 齐 次 函数 和 
2f + 2f | 9f =0. 
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$4 Brouwer 不 动 点 定理 


设 T=[0, 1], f: [一 了 连续 函数 ,那么 一 定 存在 一 点 zx。 
ET 使 A(Czo ) 一 zo，zo 称 为 变换 f 的 不 动 点 .事实 上 , 若 /(0) 
二 0 或 f(1)=1, 则 z=0 或 1 即 为 的 不 动 点 ;否则 f(0) 二 0， 
(1)<1 ,考虑 函数 g(x) 二 x 一 f(Xx), 它 在 区 间 了 上 连续 , 且 

8(0) =—f(0) <0, g(1)=1—/(1)>0, 
由 连续 函数 中 间 值 定理 , 知 存在 z。 E1 了 ,使 
g(Czo) 一 0 或 f(zxo)= zo. 

把 一 维 的 不 动 点 定理 ,推广 到 高 维 情形 . 设 BCR" 为 中 心 
在 原点 的 闭 单位 球 ,向 量 函 数 f/: B 一 B 连续 ,是 否 存 在 点 
Xo 二 (Tf，Z2，… ,zr)EB, 使 

f(xo)= Xo 
呢 ? 1910 年 Brouwer 第 一 个 证 明了 不 动 点 存在 定理 .我 们 只 对 
二 维 情形 加 以 证 明 ,为 此 先 证 几 个 引 理 . 

引 理 20.1 设 B: 好 十 好 魏 1,，39B: 好 十 好 一 1], 则 不 存在 
满足 下 列 条 件 的 向 量 函 数 g: 

(1) gl 一 idzp (为 90B 到 938B 的 恒 等 映射 ); 

(2) g: B 一 39B，8gEC (DB). 

证 明 假设 连续 可 微 的 向 量 函 数 g8: B 一 38 存在 , 记 g 的 
分 量 为 gi (zi， ZX2 ), 2 (TX1, Xz )， 考虑 第 二 型 曲线 积分 


em] 下 :dz 十 村 了 dr 


由 于 对 函数 先 求 微分 ， 然后 限制 到 9B 上 ， 等 于 先 把 函数 限制 到 
3B 上 ,然后 再 求 微 分 . 而 gz (zl ，zz ) 限 制 到 3B 上 为 g(x， xs) 
=zz ,所 以 


|adg 一 [Ex = ||dxidz, 一 T. © 
aB aB B 
又 应 用 Green 公式 得 


已 这 , 测 震 寻 村 必 阔 让 坦 中 ”她 十 | 1 小 
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悚 痊 , 济 末 可 百人 发 阔 淖 得 表 ” 贡 十 | 各 
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9 9 
|aidgs 一 Ja SB2 dz， 十 Si 282dzs 
dB 3B 921 zs 


= 有 ( 竹 282 | p98 98! O98 


DZ1 9X2 OX19X2 ph 9X1 
9? gs 
8! dxaz )axi dx: 


= (到 28: _ 981 3 jdzidz =0. 四 


上 面 最 后 一 等 式 是 因为 在 B 上 有 
gi (Xi1, XT2)+ gi xi, zi)=1, 
上 式 分别 对 zi ,zs 求 偏 导数 得 方程 组 : 
81 到 十 gz 和 三 0， 


981 9g2 
= 全- = 三 0. 
ES1 3x, 二 gz pe 


方程 组 有 非 零 解 (gi， gs ) , 必 有 
9g1! gz 
2 oz gg 9g Ig! 9g82 
9g1 ggz DZl DZ OZ DZi 
9x2 Zi 、 


故 肿 式 成 立 , 显 然 这 与 @ 式 相 矛 盾 . 这 矛盾 说 明 引 理 20. 1 中 


函数 g 不 存在 .证 毕 ， 


引 理 20.2 设 B: zi 十 于 魏 1， 丰 8 一 五 为 二 次 连续 可 微 
向 量 函 数 , 则 存在 点 x 二 (x? ,Zz2)EB, 使 

f(xo) = wo. 

证 明 ”假设 f 无 不 动 点 ,我 们 来 
构造 一 二 次 连续 可 微 向 量 函 数 g8: B 
一 9 有 8. 任 给 xE, 因 jxz) 天 Y, 点 节 
与 /(x) 确 定 一 条 直线 x(x,， f(x))， 
该 直线 起 自 f(x) 且 通过 x 的 射线 交 


g(x) 


“9B 于 一 点 记 作 g(x)( 图 20-12), 这 20-12 
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样 YVxEB, 就 有 唯一 g(x)E€98B 与 其 对 应 ,所 以 它 是 一 向 量 函 数 
8g: B->~0 甩 . 显然 
So = idag. 
余下 说 明 g 是 二 次 连续 可 微 的 向 量 函 数 . 注意 直线 (x, f(x)) 
上 的 点 可 表示 成 
y 了 一 丰 十 (1 一 四 /zh)，EE (一 co，ce). 
要 使 |y| =1 ,得 
BX X21 tx f(x)+ (1—t) fx) f(x) = 1, 

或 
PF |x— fx ETF22f x) (x— fr))+ (| f(x) 1 Co—1)=0. 
解 上 述 t 的 二 次 方程 得 两 实 根 ,只 有 一 实 根 二 之 1: 

_ yz) (fx)—x) | 

| x— f(x) 上 
VLf Ox) (x— fax) + I—| f(x) 1) 1 zx 一 7Cxz) 


| x— f(x) | 
当 x 在 B 上 变动 时 ,上 式 分 母 与 分 子 中 根 式 不 为 零 , 故 由 f(x) 
的 每 个 分 量 二 次 连续 可 微 , 知 是 x 二 (x1, zs) 的 二 次 连续 可 
微 函 数 , 即 所 (zi，zz)EC2(B) ,因而 
y= gx) 一 与 xY 十 (1 一 三 )FCz) € CY(B). 
这 与 引 理 20. 1 相 了 矛盾 .所 以 引 理 20. 2 得 证 . 证 毕 
要 把 引 理 20. 2 中 f: B 一 B 二 次 连续 可 微 条 件 改 为 f 
B-~ 如 连续 ,需要 连续 函数 用 多 项 式 一 致 逼近 定理 . 
引 理 20.3 设 f(z, y) 在 D: 0 委 z 委 1,，0 委 > 委 1 上 二 元 连 
续 , 任 给 s>0, 存 在 二 元 多 项 式 P(x, y), 使 得 在 D 上 一 致 地 成 


立 


| flz, y)— P(xz, y) |<&. 
证 朋 令 Plz, = 了) >/( 六 ,， 玉 ) Cr 一 2 
Qiyi(1 一 y)"i. 任 给 s>0, 由 于 f(x, y) 的 一 致 连续 性 ,存在 
6>0, 当 |x 一 x| 志 8, |y 一 y | 声 6 时 ,有 


| 


有 关 . 消 雪 可 百 作 六 湛 仆 天 ”天 十 11 避 
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永 冲 , 漠 梁 叶 配 六 站 油 痘 训 ” 山 十 | 各 


| f(x’,y)— f(x, y) |<e. 
记 M= max |f(z, y)|, 则 对 VY (zx, y)ED, 有 


| f(x, y)— P,(x, »)| 


< > y)—f f( 却 , 一 ) ern" 
Cay’ (1 一 2 了) 一 . 
2 > 
A | 
<et+2M 2) Cri(l— zx)™ 
EE 
十 2M 5 Ciyi(l— y)™ 


[i |> 


(利用 DD (ne -zcCtze0 一 zx) 二 nr(l zx)) 


Ee 二 2M 


(1+) +2M ny (1 — 3) 


二 ce 十 北 二 2e, 只 要 取 n > [其 ]. 证 毕 
经 平移 变换 可 得 矩形 D: ca 委 z 委 8，c 委 yy 委 & 上 的 连续 
f(x, y) 可 用 多 项 式 P(z,，y) 一 致 逼近 . 为 说 明 单位 加 上 的 连续 
函数 也 可 用 多 项 式 一 臻 逼近 ,只 要 先 将 单位 圆 上 连续 函数 f(z， 
y) 连 续 扩充 到 全 平面 , 记 为 f(x, y): 
fx, y), x +y Rl, 
f(x, ») | 


和 并 2 2 
/FT A “+ > 
则 在 正方 形 D; zl 和 1, |yl 志 1 上 jz,，y) 可 用 多 项 式 一 致 逼 
近 ,特别 在 单位 圆 上 F(z,，y) 可 用 多 项 式 一 致 珊 近 . 
若 f(x) 是 单位 贺 B: 寻 十 政委 1 上 的 连续 向 量 函 数 ,其 分 
量 函 数 记 为 f(x)= (fi(r, za), fi (XT1, X21)), Ye>0, 3 多 


320 ”项 式 函 数 P, (zi ,xs ) ,使 
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|fiCxi, Zz )— P; (zl， 1< -万 (i 一 1， 2). 


所 以 存在 多 项 式 向 量 函 数 P(x)= (P (zi， zz )，P: (xi, xz ) ) ， 
使 


| f(x)— P(x) </Pr, T2)— Pi(z1, Xx2)] < Ee. 
定理 20.5(Brouwer) 设 B: zz? 十 x+ 二 1, ff: B 一 B 为 连续 
向 量 函 数 , 则 存在 点 x。 EB, 使 (xo) 二 xo. 
证 明 假设 f: B 一 B 无 不 动 点 , 则 VxE€B, 有 
| f(x)—x|>0. 
因 B 是 有 界 闭 集 ,所 以 存在 常数 c>0 ,使 
| f(x)—x|>c, VYxE€B. 
根据 引 理 20. 3 后 的 论述 ,存在 多 项 式 向 量 函 数 P: BR’ ,使 


| f(x) — P(x) | 一 于 ， VxE€EB. 
由 此 推出 集合 P(B) 包 含 在 半径 为 1 十 二 的 圆 内 . 定义 二 次 连续 
可 微 映 射 . 


YxEB, 有 
| f(x)— g(x) | =| f(x)— P(x)+ P(x)— g(x) | 
If(x)—P(x)|+|P(x)— g(x)| 


如 此 一 来 ,对 VxEB, 有 
| g(x)—x|=| f(x)—x— (f(x)— g(x))| 


敢 闻 , 济 梁 村 可 作 阔 漠 间 路” 性 十 [中 


| 


瑟 关 . 漠 织 导 下 性 冰 淖 意 中 ” 贡 十 | | 以 
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之 | f(x)—x|—|f(x)—g(x)| 
ce 
> 一 也 = 2 盖 0， 


上 式 表 明 二 次 连续 可 微 映 射 g: B 一 B 无 不 动 点 ,这 与 引 理 20. 2 
矛盾 .所 以 定理 结论 成 立 . 证 毕 . 

利用 定理 结果 可 改进 引 理 20. 1. 

推论 20.2 设 B: 好 十 好 委 1, 则 不 存在 连续 映射 g: B39B， 
g128 =ids. 

证 明 假设 存在 连续 映射 8: B>9B, 满 足 gl 一 idsp. 考 
虑 映射 

f:39B->9B, f(x) =— xX. 
显然 为 连续 映射 ,复合 映射 
F=f°g:B— 9B 
仍 连 续 . 根据 Brouwer 定理 ,有 不 动 点 x EB 使 F (x) 二 xo. 因 
F(xo) EIB, 知 xo Ed9B. 又 g(xo)=xo ,得 
f (xo)= Xo. 

即 映 射 有 不 动 点 xo ,而 f 为 关于 原点 的 对 称 映射 ,显然 无 不 
动 点 ,这 矛盾 说 明 满足 推论 条 件 的 连续 映射 g 不 存在 . 证 毕 . 

思考 练习 解答 下 列 问 题 : 

1. Brouwer 定理 说 明 闭 单位 圆 有 不 动 点 性 质 . 一 般 来 说 ， 
若 集合 B 有 不 动 点 性 质 , 又 存在 同 胚 映 射 9: BD, 则 D 也 有 
不 动 点 性 质 . 

2. 说 明 全 平面 R: 和 开 单 位 圆 没 有 不 动 点 性 质 . 

3. 举 出 一 有 界 闭 集 没 有 不 动 点 性 质 . 

4. 设 B 为 闭 位 圆 , S 为 98 上 的 闭 圆 弧 .者 S 上 的 恒 等 映 
射 idls 可 连续 地 开拓 到 B, 记 开拓 后 映射 为 x-: B>S. 证 明 任 一 
连续 映射 f: S F>*S ,一 定 存在 不 动 点 Xxo€S: f(xo) ==zo. 


ss 曲线 积分 与 路 径 无 关 性 


定义 20.1 设 万 为 空间 区 域 , 函 数 P(z，y，z)，Q(z，y， 
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z), R(x，y, z) 在 D 上 连续 . 如 果 对 D 内 任意 两 点 A ,如 ,和 对 
D 内 任 一 连接 A, 如 的 逐 段 光滑 曲线 卫 , 若 曲线 积分 


[Par + Qdy + Rdz @ 
I 


的 值 只 与 A, B 有 关 , 而 与 曲线 卫 选 取 无 关 , 则 称 曲 线 积分 @@ 在 
万 内 与 路 径 无 关 . 

若 把 函数 已 , Q, R 看 成 区 域 D 上 向 量 场 F 的 三 个 分 量 , 积 
分 @ 表 示 单 位 质量 由 A 沿 丁 运动 到 B 时 ,向 量 场 下 所 作 的 功 ， 
所 以 讨论 线 积分 与 路 径 无 关 , 即 讨论 什么 样 向 量 场 作 功 与 路 径 
无 关 ， 

定理 20.6 设 也 为 空间 区 域 ,函数 RR,Q, REC(D). 则 曲 
线 积分 也 在 D 上 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 ; 对 D 内 任 一 逐 段 
光滑 的 简单 闭 曲 线 卫 ,积分 


和 dz 十 Qdy 十 Rdz 一 0. 
Tr 


证 明 证 必要 性 . 给 定 D 内 任 一 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 
卫 , 在 卫 上 任 取 两 点 4 , B, 且 将 厂 分 成 两 段 和 Tz ,Th 是 由 A 
沿 卫 定向 至 了 3 那个 弧 段 , Ti 是 由 B 沿 厂 定 向 至 A 那个 弧 段 
(图 20-13), 书 表示 与 T 方向 相反 的 曲线 , 则 由 定理 条 件 得 


图 20-13 20-14 
[Paz + Qdy + Rdz 
Ir 


= |Paz+ Qdy + Rdz+ {Paz + Qdy + Rdz 
忆 一 


Ty 


屎 关 , 漠 强 可 下 全 冰 淖 壮 中 ”其 十 | 1 洲 
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= |Pazr+Qdy+Rdz— [Pdr + Qdy+ Rd =0. 
了 也 


证 充分 性 . 在 DD 内 任 取 两 点 A，B, 和 连续 4, B 的 两 条 逐 
段 光 请 曲线 局 , 了 5. 车臣 和 Th 组 成 一 简单 闭路 厂 , 则 由 条 件 得 


| Pdz+Qdy+ Rdz— [Pdr + Qdy + Rdz 


Tn Ts 


夸 关 . 济 击 要 下 全 站 强壮 中 ” 拔 十 | 小 


一 | Paz+ady+Rdz+ |Pdz+Qdy+ Rde 
= |Pdz+Qdy 十 Rdz = 0. 
上 式 说 明 曲 线 积 分 @@ 与 路 径 夏 ,TT 无 关 , 若 丰 与 广 不 组 成 一 
简单 闭路 ,总 可 求 出 一 条 连接 A,，B 的 逐 段 光滑 曲线 Ts: ,使 
有 UPU 为 一 简单 闭路 (图 20-14), 由 上 知 
|Paz + Qdy + Rdz = [Par + Qdy + Rds 
= [Paz + Qdy + Rds 
证 
例 1 证 曲线 积分 
| 下 二 
/十 


在 (1)D: y>0 上 与 路 径 无 关 ; 
(2) D==R\1(0, 0)1 上 与 路 径 有 关 . 
证 明 (1) 设 栈 为 D 内 逐 段 光滑 简单 闭路 , 记 械 所 围 区 域 
为 ,应 用 Green 公式 ,得 
zdy— ydzx _ (fro9 z 9 » dv 一 
| rT 二 yy =|[ 冯 (z+ 六 (a) dy 一 0， 


由 定理 20. 6 知 曲 线 积分 在 D 上 与 路 径 无 关 . 
(2) 取 古 为 xz? 十 y= 二 1, 沿 道 时 针 方 向 . 这 时 有 
| 下- | zdy— ydzr = jl 2dzdy = 2 
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由 定理 20. 6 知 曲 线 积分 在 D 上 与 路 径 有 关 . 
这 例 说 明 ,对 同一 向 量 函 数 


和 > ;i x 
+H 十 y 


在 小 的 区 域 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 在 大 的 区 域 上 可 以 与 路 径 
有 关 . 所 以 谈 曲线 积分 与 路 径 无 关 时 ,一定 要 指明 在 什么 区 域 上 
讨论 . 

定理 20.7 设 DD 为 空间 区 域 ,函数 P, Q, REC(D), 则 曲 
线 积分 在 D 上 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 : 在 D 上 存在 连续 
可 微 函 数 x=x(z，y，z) ,使 

du = Pdz+t Qdy+ Rdz. 

称 x(z，y， zx) 是 被 积 表达 式 的 原 函 数 . 且 


|Pdr + Qdy + Rd 一 
多 


5 ， 


证 明 证 充分 性 . 设 4A(z，y，x)，B(Cr，y，zz ) 为 DD 
内 任 取 的 两 点 ,和 DD 内 任 一 连接 A, B 的 逐 段 光 请 曲线 忆 : 
T=7(t), y= y(t), z= z(t) (ot hb, 
其 中 z 二 zx(0), 1 二 y(a), zi 二 xz(a) 和 x 二 x(B), yz =»(B), 
zz 二 z(B). 则 由 曲线 积分 的 计算 公式 和 定理 的 条 件 ,得 


|Pdz + Qdy + Rds 一 | PCz(D， y(1), z(t)]z’ (2) 


+Q[zx(2), y(7), z(2) 1y (2) 
+R[Ez(1), y(2), z(t) Jz’ (di 
_ [ du[ x(t), (2), z(2) 1 
a dt 


=u[x(t), y(t), z(1)]|s 

=—=u(xs, ys, Lz) ur, y1, Zi) 

二 ul|&. 
这 表明 曲线 积分 的 值 与 路 径 了 无关, 只 依赖 起 点 A 和 终点 B. 
且 曲 线 积 分 值 等 于 原 函 数 在 终点 的 值 减 去 它 在 起 点 的 值 . 
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证 必要 性 . 取 定 A (zo。， yo，, zo) ED, 对 任意 一 点 B(x, y， 
z) ED, 中 于 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 所 以 积分 


|Pae+Qaz+Rd 
入 


的 值 只 与 B 有 关 , 这 样 就 定义 了 DD 上 的 函数 , 记 作 
ube, ys 2) = [P(E, 9, HdET QE, 7, 5)dy 
爹 
+R(E€, 7, 5) di. 
再 取 一 点 B(x 十 At, y, zx) ED, 合 线段 BB"CD, 于 是 
&U( 之 十 Az， J， z) 一 2U(Z， 了 了 ， 2) 
= | Paé+ Qdn+ Rdg— | Pads+ Qdn + Rd¢ 
全 多 


三 站 , 灌 归 村 百人 必 冰 绰 候 下 ” 贡 十 | 1 小 


= | Pds+ Qdn+ Rdt 


BE” 
THAT 
= | P(é, y, 2)dé 
一 PUz 十 OAz，y，x)Az (0<01). 


所 以 得 到 
gu 一 lim u(z 二 Ax, »，, 2) — u(x yy, z) Plz, y, z). 
工 Ar-r0 AZ 
同 理 可 证 
ou gu _ 
y= Dz R 


即 du 二 Pdz 十 Qdy 十 Rdz. 证 毕 ， 
例 2 设 也 为 不 含 原点 的 区 域 ,考虑 D 上 和 启 量 滋 数 
Fr)r(r 一 二 十 好 十 玖 ,一 |r|=V 王 十 多 十 于 )， 
其 中 F(r) 在 ”>0 上 连续 ,求证 曲线 积分 


| rpD(zdz+ ydy 二 zdz) 
人 急 
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证 明 任 取 一 元 连续 函数 f(r)r 的 一 个 原 男 数 x(r). 则 涪 
数 u==u (Vr 二 y + ) 的 微分 为 


一 Am)r Tdrtf(r)r Tdytf(rn)r de 


=f(r)(zdrydy+zdz). 

根据 定理 20. 7 知 曲 线 积分 在 D 上 与 路 径 无 关 . 

下 一 定理 要 求 D 是 单 连通 区 域 . 设 DD 是 平面 或 空间 区 域 ， 
若 对 于 史 D 内 任 一 连续 闭 曲 线 厂 ,总 能 在 DD 内 连续 地 收缩 成 D 内 
一 点 , 则 称 D 为 单 连 通 区 域 . 车 DD 是 平面 区 域 , 单 连通 条 件 直 观 
上 即 为 无 “ 润 " 区 域 ; 若 D 是 空间 区 域 ,有 “ 洞 " 区 域 可 以 是 单 连 
通 区 域 , 如 两 同心 球面 之 间 的 区 域 为 单 连通 区 域 ,而 圆 环 面 所 转 
区 域 不 是 单 连 通 区 域 . 

定理 20.8 设 D 为 空间 单 连通 区 域 , 函 数 P, Q, REC”' 
(D). 则 曲线 积分 在 D 上 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 : 在 D 上 
有 


aaR_ aQ ap aR 3Q _9P 


dy gz’ dz 9z” 9x gy 


或 向 量 
i J 天 
a 3 3| 
ax ay az 三 0. 
P Q R 


(D 为 平面 单 连通 区 域 时 , 充 要 条 件 为 55 ) 


证 明 证 必要 性 . 假设 曲线 积分 @@ 与 路 径 无 关 , 由 定理 
20. 7 存在 D 上 连续 可 微 函 数 x 一 x(z，y，z) ,使 
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CE 


因此 有 327 


本 有 。 数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


dR_ au _aQ aP_ gu _gIR dQ _ go _ gaP 


dy Iydz gz’ dz gxor dr’ gr gorgoy dy. 
证 充分 性 . 设 丁 为 D 内 任 一 逐 段 光 袜 简单 闵 曲 线 ,由 于 呈 
是 单 连通 ,总 可 求 出 刀 内 曲面 S ,使 3S= 卫 ,并 使 曲面 S 的 定向 
与 也 的 方向 符合 Stokes 公式 的 要 求 , 所 以 有 


cosa cosh cosy 


第 
E par + Qdy + Re 了 | 六 让 六 1dS =0. 
各 P Q R 
条 车厂 如 图 20-15 所 示 打 结 的 简单 闭 曲 
分 。 线 或 如 M6bius 带 的 边界 ,总 可 引入 二 / 
六 助 昌 线 把 问题 变 成 上 面 讨 论 过 的 情况 ， -~ 
村。 由 于 辅助 线 上 积分 出 现 两 次 ,方向 相反 本 
声 正好 抵消 ,同样 可 得 < 7 
[Par + Qdy + Rdz =0. 
r 图 20-15 


所 以 由 定理 20.6 知 曲 线 积分 @ 在 D 上 
与 路 径 无 关 . 证 毕 . 
再 来 分 析 例 1. 当 D 是 上 半 平 面 时 , 因 D 是 单 连通 区 域 , 和 
aQ yO—z’ _9P 
9z (T+y) 9y’ 
所 以 由 定理 20. 8 知 线 积分 
| 
Ty 


在 上 半 平 面 上 与 路 径 无 关 , 这 时 有 原 范 数 
arctan 之 ， (z，y) 在 第 一 象限 ， 


6 一 ,T=0,y>0， 
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2 在 上 半 平 面 上 连续 , 且 
d40 二 dy 一 ydx 
Ty 
根据 定理 20.7 同样 得 到 线 积分 与 路 径 无 关 ， 
当 D 是 二 连通 区 域 RR\1(0, 0)} 时 ,即使 在 D 上 有 
oQ __ aP 


9 并 9y 
也 得 不 出 线 积分 与 路 径 无 关 , 这 说 明定 理 20. 8 中 单 连通 条 件 是 
不 可 少 的 . 在 二 连通 区 域 忆 上 , 极 角 函数 0 是 多 值 函数 ,即使 
d9 二 Zdy — ydx 
rx? 二 yy 
因 在 二 连通 域 D 上 取 不 出 单 值 连续 分 支 , 所 以 也 得 不 出 线 积分 
与 路 径 无 关 . 
设 DD 为 平面 区 域 , a(x, y) 是 D 上 调和 消 数 , 若 在 D 上 存 
在 函数 zw(z，y)EC2 (D) ,满足 : 


?9 


oau 9v 9u _ dv 
oz gy’ ay gz， 
则 称 函 数 v(x, y) 是 x(z，y) 的 共 斩 调 和 国 数 . 容易 看 出 v(xz， 
2y) 是 调和 函数 : 
gv 32 了 2 du 
or: 9y’ ~ gxr9y gyax 


例 3 若是 平面 单 连 通 区 域 , u(x, y) 是 DD 上 调和 消 数 ， 
则 一 定 存在 w(x, yy) 的 共 罗 调和 函数 v(x, yy). 
证 明 考虑 D 上 曲线 积分 
du Adu 


rT 


9 ( 闫 )= 9 ( 2) 
orl\9r) 9y\ 9y/’ 


所 以 由 定理 20. 8 知 曲线 积分 在 D 上 与 路 径 无 关 . 再 由 定理 20. 


;NL 沪 灌 车 吹 。” 珊 十 | ! 波 


也 
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芭 着, 灌 织 村 相信 阔 洪 站 了 ” 才 十 | 1 名 


dv = 
即 

a0 au dv_ Au 

az dy’gy 9x’ 


这 说 明 u(x， y)E CO (D), 且 是 w(z，y) 的 共 辆 调和 函数 ， 

最 后 我 们 讨论 原 函 数 的 求法 , 设 曲 线 积分 

jPde+ou 
在 刀 上 与 路 径 无 关 , 由 定理 20. 7 存在 原 函 数 w(z，y), 使 du 
二 Pdr 十 Qdy, 那 么 怎么 求 汝 数 “7 y) 呢 ? 因 
du 
对 上 面 第 一 式 固 定 y 求 不 定 积 分 ,得 
u(x, ») = [Pdz + 9(3). 
任意 常数 应 为 y 二 人 wu(z，y) 归 结 为 求 数 w(y). 又 因 
p(y) = -也 Pd = 一 Q 一 艺 | Pr， 
所 以 
8(y) = asf 


余下 只 要 说 明 Q 一 |Par 只 是 y 的 函数 . 事实 上 ， 


[9 玉 re] 各 -名 人 jar) 如- 骂 = 


故 Q 一 六 |Pdx 只 含 变量 ,于 是 求 出 函数 


u(xX, y) = JPaz+ |[Q—2|Par ldy+c. 
例 4 设 AB 为 连接 A(0, 0), B(a, 5) 的 曲线 , 求 曲线 积分 
| Gozy _8y)dz 十 (52 — 8x + 3)dy. 
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解 因 
90(5z 一 8z 十 3) _1or 8 二 D(107zy 一 82) 
ox 9y 


所 以 在 全 平面 上 线 积 分 与 路 径 无 关 . 现 求 原 函 数 4&(z，y). 由 于 
|Paz 一 | (0zy 一 8y)dz = 一 5z2y 一 8zy， 


|fe- 也 |Paz| dy = |3ay = 3y+C. 


(具体 演算 时 ,只 需 把 Q 内 含有 zc 的 项 删 去 ,对 剩余 的 项 进行 积 


分 即 可 ) 故 得 原 潍 数 为 : 
u(x, y) 一 5z2y 一 8zy 十 3y 十 C. 


因而 


|aom 一 8y)dz 十 (5z 一 8z 十 3)dy 
仿 
一 (5z2y 一 8zy 十 337) | (8: 
一 5a20 一 8ab 十 30. 
空间 情形 求 原 函 数 wx(z，>，z) 的 公式 为 : 


u(X, y，z) = [raz+|[ Q- 了 Paz] dy 
+|[R 一 恕 |Paz 一 霓 [e- 六 Pa Jay ldz. 


具体 求 时 , 先 求 不 定 积分 |Pdz, 再 把 Q 中 含有 zx 的 项 删 去 ,对 


变量 > 求 不 定 积分 ,然后 再 把 R 中 含有 xz 和 含有 y 的 项 删 去 ， 
对 变量 = 求 不 定 积分 . 将 这 三 部 分 不 定 积分 相 加 即 为 u(x，y， 


zz). 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 P, QE CW (R’), 线 积分 


T= 惫 (z+e ytAdr+Q(r+e, > 十 有 dy 


与 常数 a, 8 无 关 ,证 明 : 


炙 着 . 漠 织 村 相信 裤 洪 莘 其 ”好 十 | 各 
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戌 阁 . 洪 梁 寻 相信 冰 淖 装 疏 ” 十 | 让 


(1) ppi(z+e, y+PdriQ (ria, y+Bdy=0, 


fp/(zta, ytdrtQ (rtea, y+h)dy = 0 
) 


(2) Q’ (zx, y)—P/ (xr, y)=2K CR 

(3) Au€E CY (CR2: ) ， 使 Q= 沙 十 tr， P= ky; 
(4) 求 出 积分 值 工 

2. 下 列 线 积分 在 区 域 上 是 否 与 路 径 无 关 ? 


xdrt+ydy 
0D | EY 7: y>0; 


(2) | 2+ yy, D: z+y >0. 
(TT 十 yD) 
3. 求 下 列 曲线 积分 ; 


(1) | 十 2Xy 一 y )dx 十 (XxX? 一 2xy 一 y)dy, A(0, 0), 
仿 


B(2, 1); 


(2) | 十 ?十 dz 二 (史上 zz 十 dy 十 (过 十 了 > 十)dz， 
外 


4(0,0,，0)，B(1，1，1); 


(3) | 人 一 zz)dzT( 人 2 一 2zz)dy 十 (一 2zy)dz， A(0， 
外 


0, 0), B(1, 2, 3). 


4. 试 求 下 列 被 积 表 达 式 的 原 函数 ; 

(1) (4riy’—y )dr+ (3riy —2rxy)dy; 

(2) [f(xyt+1l)e’—e’ jdzi+[e’—(z+y+1)e Jdy. 

5. 通过 求 原 函 数 求 曲线 积分 

DY Ore 十 2z)dz 十 (zrer + 3y )dy+ (zye”™ 


(0,0,0) 
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(2) | [2zsin(z 十 ?十 ] 十 zecos(z 十 ?十 z)]dr 十 


zzcos( 十 y 十 zx)(dy 十 dz)， 
6. 设 厂 为 空间 区 域 , 国 数 P, Q, RECW(D). 则 曲线 积分 


|Pdz+ Qdy + Rdz 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 线 积分 


上 dP 十 ydQ 十 zdR. 
r 


在 D 上 与 路 径 无 关 . 
7. 求 下列 调 和 水 数 在 D: y>0 上 的 共 恩 调和 函数 : 


(1) zx 一 Inwvz 十 内 ，(2) u= ZF zy (3) u=e’cosy. 
8. 设 品 为 圆 环 ; 0 过 a:< 之 x: 十 yy 过 之 十 o, u(x, y) 是 D 
上 调和 天 数 .证 明 : u(x, y) 有 共 轿 调和 蚁 数 的 充 要 条 件 是 : 


9ugs = 0 (a<=<r<b). 
an 
二 = 


9. 设 f(x, y, xz) 在 z 之 0 上 连续 可 微 , 证 明 : 线 积分 
jz, y，z)(zdz 十 ydy 十 zxdz) 


与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 为 : f(x,y,z)==g(7), rr 一 VX? 十 y 十 2. 
10. 设 f(x, y)ECe (CD), 且 广 太 一 (天 0. 则 对 


VY (xo, wo)ED, i w= fo (xo, yo) 二 f, (zo，Yo), 存 在 
Czxo， Yo) 点 邻 域 U 和 (wo ，m ) 点 邻 域 Vy 到 
v= f(z, y), 


同 胚 ( 逆 变 换 存 在 定理 结论 ). 证 明 : 道 变换 x 二 (u,v)， 
y 二 y(u, v) 在 V 上 可 表示 成 : 
i v)， 
y= go(u, V), 
(提示 : 无 妨 设 U、V 是 单 连 通 区 域 ,证 在 V 上 线 积 分 


I 


等 痕 ,漠河 吕 一 NN 沪 消 着 迪 ” 霹 十 | | 流 
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上 v)du y(u, v)dv 


Tr 


与 路 径 无 关 ) 


SG6 场 论 初步 
6. 1 数量 场 与 向 量 场 


车 芯 , 测 湛 蛋 本 佬 沪 消 车 凡 ”项 二 | | 训 
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我 们 知道 物理 量 有 的 是 数量 ,有 的 是 向 量 . 物理 鼠 在 空间 区 
域 上 的 分 布 在 物理 上 通常 称 为 场 . 如 温度 场 .密度 场 为 数量 场 ; 
引力 场 . 电 场 、 磁 场 为 向 量 场 . 若 场 随 时 间 而 变化 , 称 为 不 稳定 
场 ;者 场 不 随时 间 而 变化 , 称 为 稳定 场 . 稳定 数量 场 可 以 用 一 二 
元 国 数 

u = u(r, y, z) 
来 表示 ;稳定 向 量 场 可 用 一 向 量 函 数 
F(x, y, z) = P(r, y, Z)i+Q(zr, y, z)j + R(z, y, z)K 

来 表示 ， 

给 定 一 数量 场 xz，y，z) ,在 场所 占 的 区 域 D 上 ,方程 

&(Z，y，z) 一 cf(c 为 常数 ) 


确定 一 等 位 面 . 
若 在 空间 区 域 D 上 给 定 一 向 量 场 fF 二 (P, Q, R), 称 DD 中 
满足 方程 
dr _dgy_ 


P Q 及 
的 曲线 为 向 量 线 . 向 量 线 每 点 的 切 向 量 与 向 量 场 下 在 该 点 的 方 
向 相 重 合 . 过 区 域 每 点 有 且 仅 有 一 条 向 量 线 , 任 意 两 条 向 量 线 彼 
此 不 交 , 所 有 向 量 线 充满 整个 区 域 D. 
D 内 任 取 一 异 于 向 量 线 的 曲线 作 准 线 ,过 准 线 每 点 引 向 晤 
线 ,这 些 向 量 线 组 成 的 曲面 称 为 向 量 面 . 当 准 线 是 闭 曲 线 时 ,这 
时 向 量 面 成 管 形状 , 称 为 向 量 管 . 
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6.2 数量 场 的 梯度 


给 定 一 数量 场 xz，>，z) ,我 们 称 偏 导数 组 成 的 向 量 为 梯 
度 , 记 作 


gradu 一 (学 ， 2 本 
若 有 一 单位 向 量 
1 = (cosa, cosB, cosy), 
则 数量 场 w(x，y, z) 沿 1 方向 的 方向 导数 为 : 
2 一 Scosa eosp+ Scosy = gradu .I. 
由 此 看 出 , 1 取 梯 度 方向 时 函数 增加 最 快 ;这 时 方向 导数 即 为 
| gradxj|. 所 以 数量 场 在 一 点 的 梯度 也 可 如 下 定义 : 梯度 为 一 向 
量 , 它 的 方向 是 函数 增加 最 快 的 方向 , 它 的 大 小 为 函数 沿 该 方向 
的 方向 导数 或 变化 率 . 按照 这 个 定义 ,梯度 概念 与 坐标 系 的 选取 
无 关 . 
Hamilton( 哈 密 尔 顿 ) 引 入 符号 向 量 
9 qd 9 
v= (到; 节 ' 坎 )， 
他 称 之 为 “Nabla” ,利用 符号 向 量 梯 度 可 记 为 : 
gradu 一 Vu. 
梯度 有 运算 规则 (wu, v 为 数量 场 ): 
V(wutv)= VutYVv; 
V(u.v)=vVut+uVov; 
Vf(u) = f (u) vu. 

给 定 一 数量 场 (zx,y, z), 若 数量 场 在 每 一 点 梯度 存在 , 则 
伴随 一 梯度 场 gradu. 若 还 有 gradu 隆 0, 则 过 区 域 每 一 点 有 且 仪 
有 一 个 等 位 面 ,任意 两 个 等 位 面 彼此 不 交 , 且 数 量 场 的 等 位 面 与 
向 量 场 gradz 的 向 量 线 互相 正 交 . 
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6.3 向量 场 的 流量 与 散 度 


在 空间 区 域 D 上 给 定 一 向 量 场 F==(R, Q, R) ,在 DD 内 取 
一 双 侧 曲面 5S, 设 取 定 侧 的 单位 法 向 量 为 : 


n= (cosa, cosp, cosy). 


则 称 曲 面积 分 


第 
十 jpeoset QcosB+ Reos7Y)dsS 
于 3 
各 为 向 量 场 下 通过 定向 曲面 S$ 的 流量 . 若 把 上 式 写 成 向 量 形式 
积 
~ F .ndSs, 
2 中 
| 因 向 量 场 F 和 法 向 量 n 与 坐标 系 选取 无 关 , 所 以 流量 与 坐标 系 
芭 的 选取 无 关 . 
声 
论 称 数量 3 十 3 十 3 为 向 量 场 正 的 散 度 , 记 作 
. aP 3aQ 9R 
divF = 537 gy 十 gz 
这 时 Gauss 公式 可 写成 向 量 形式 : 
| .ndS 一 jaivrav. 全 


为 了 克服 散 度 定义 依赖 于 坐标 系 的 缺陷 ,我 们 在 M 点 邻 域 
作 一 闭 曲 面 S, 其 所 围 立体 为 V( 记 号 也 表示 其 体积 ), MEV. 


对 Gauss 公式 
Je .ndS = Daivrav 
Ss V 


中 三 重 积分 应 用 积分 中 值 定理 ,然后 让 立体 V 收缩 到 一 点 M， 
得 M 点 散 度 为 : 
五 .mdS 


S 


divF = lim 
VM 
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关 ， 

给 定向 量 场 ,可 产生 一 数量 场 divF. 若 divF 三 0, 则 称 F 
为 无 源 场 . 如 D 为 三 维 空间 除去 x 轴 的 区 域 , D 内 任 一 同 胚 于 
球面 的 闭 曲 面 都 能 在 D 内 连续 地 收缩 成 D 内 一 点 , 则 称 DD 为 


曲面 单 连通 区 域 ,向 量 场 R= 访 (r= 左 十 洲 十 次, 7 二 1r|) 的 散 


度 div 去 ==0, 所 以 是 D 内 的 无 源 场 ,这 时 下 过 内 任 一 闭 曲 
面 S 的 流量 为 零 . 可 以 证 明 : 若 DD 是 曲面 单 连 通 区 域 , 则 FF 过 
D 内 任 一 闭 曲 面 S 的 流量 为 零 的 充 要 条 件 是 : F 在 D 上 的 
divF=0. 
梯度 形式 上 可 记 作 V 与 数量 积 : 
div 一 V .HK. 
车 用 A 表示 Laplace 算 子 : A= r+ + z, 风 | 
div(gradu) = V Lo 一 (3 . V )u = Au. 
上 式 了 演算 与 向 量 演 算 规则 一 致 ,但 有 时 并 不 一 致 ,如 
TuF)= Vu FT .Fk, 
VxX(uF)= VuxF+u(y xF). 


6.4 向量 场 的 环 量 与 旋 度 


在 区 域 D 上 给 定 一 向 量 场 F 二 (P, Q, R), 丁 为 D 内 一 定 
向 闭 曲 线 , 则 称 曲 线 积分 
[Paz + Qdy + Rdz 


的 的 


为 向 量 场 下 沿 T 的 环 量 . 若 把 上 式 改写 成 向 量 形式 
Jr .ds, 


可 见 , 环 便 与 坐标 系 的 选取 无 关 ， 
又 称 向 量 
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i J 


9 9 9 
or dy gz 
P Q R 


为 向 量 场 在 一 点 的 旋 度 , 记 作 
rotF 或 VxrL. 
这 时 Stokes 公式 可 写成 向 量 形式 , 设 闭路 卫 所 张 的 曲面 S 在 DD 
内 , 则 
下 ds 一 je nds, OQ 


S 的 定向 如 下 确定 . 在 上 任 取 -- 点 , 记 该 点 卫 的 外 法 线 方向 为 
7, 厂 的 切 向 量 为 1, 则 取 S 的 法 向 量 n 使 (n, 7, 成 右手 系 . 

为 了 克服 旋 度 定义 依赖 于 坐标 系 的 缺陷 ,我 们 在 M 点 任 取 
一 方向 n, 过 MM 点 以 n 为 法 向 量 作 一 平面 x. 在 x 上 围绕 M 点 
作 一 闭路 卫 , 研 所 围 平面 块 记 为 S, 由 Stokes 公式 得 


Jr. ds = rorr .nas. 


上 下， ds 
rotsF = rotF .n= lim * 


记号 robF 表示 向 量 rotF 在 方向 的 投影 .上 式 说 明 旋 度 在 任 
何方 向 上 的 投影 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 因 而 旋 度 与 坐标 系 的 选 
取 无 关 . 
给 定向 量 场 正 ,可 产生 一 新 的 向 量 场 rotF. 若 rotF 寺 0, 则 
称 下 是 无 旋 场 . 
对 梯度 场 可 求 散 度 和 旋 度 ,我 们 有 
rot(gradu) = VY x (Vu) 一 0， 
div(gradu) = VY . (Vu) = Au. 
对 旋 度 场 可 求 散 度 和 旋 度 ,我们 有 
div(rotF)= V:.(YV xF)=0, 


令 S 在 平面 x 上 收缩 到 点 M ,得 
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rot(rotF)= Vx(V xF)= VvV(V :FF)-—(Y. vr. 
一 向 量 场 是 否 是 次 度 场 问题 ,与 向 量 场 是 无 源 场 和 流 过 任 
一 闭 曲面 流量 为 零 密 切 相关 . 如 D 是 全 空间 除去 xz 轴 , 向 量 场 


下 == 方 , 它 是 中 上 无 源 场 , 流 过 D 内 任 一 闭 曲 面 流量 为 零 , 且 下 


r 


是 一 旋 度 场 ,事实 上 向 量 场 
G= A 之 。 
HENT TT 
XYy 天 
(y+zx Wry Te 


满足 : 
rotG 一 二 (一 好 十 好 十 玫 , 一 1)， 


若 刀 是 凸 区 域 ,可 以 证 明 五 是 旋 度 场 的 充 要 条 件 为 严 是 无 
源 场 ， 


6.5 保守 场 与 势 函数 


在 区 域 忆 上 给 定 一 向 量 场 下 一 ( 己 , Q, 尺 ), 阁 沿 DD 内 任 一 
闭路 厂 ,向 量 场 下 的 环 量 为 零 , 则 称 向 量 场 下 为 保守 场 . 

若 向量 场 下 是 某 一 数量 场 wx 的 梯度 场 . 

F = gradu, 

则 称 下 为 位 势 场 , wu 就 称 为 F 的 势 孟 数 . 

下 是 保守 场 的 充 要 条 件 是 : F 是 位 势 场 . 特别 梯度 场 gradu 
是 保守 场 . 

若 也 是 单 连通 区 域 , 则 下 是 保守 场 的 充 要 条 件 为 F 是 无 旋 
场 : rotF 寺 0., 

思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 


1. 已 知 F= 方 在 R? 除去 原点 区 域 上 是 保守 场 , 试 求 出 势 


函数 x. 并 证 明 在 此 区 域 上 不 存在 向 景 场 G, 使 FF=rotG. 
2. 证 明 本 章 6. 3 节 公 式 @ ,@. 


:1 避 


度 一 


六 冰 当 要 居 


间 


洪 梁 要 


声 
论 
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证 : 


3. 设 x(z，y，z)EC2 ，FGz)EC2) , 求 divgradf(u). 
4. 设 r=zi 十 wj 十 六 ,r= 二 |r|, 求 gradf(r), f(1)EC. 
5. +r，f(7) 同 上 题 , 令 F=f(r)r. 

(1) 证 rotF 寺 0， 

(2) f(7) 是 什么 消 数 时 ,divF 寺 0. 

6. C 为 常 向 量 , r= 十 十 奖 ,rr 二 |r|，f(7) 可 微 , 求 
(1) div[f(7)C]; (2) rot[ f(r)C]; 

(3) div[ Cx f(r)r]; (4) rotLCX f(r)rj. 

7. 证 明 (1) rot(gradz ) 一 0; 

(2) div(rotF)=0; 

(3) rot(rotF)= grad(divF)— AF. 


8. 设 f(z，y，z) 是 一 次 齐 次 函数 = 地/(z，y，z)r, 求 


divF= f(x, y, 2). 
9. 物体 0 以 一 定 的 角速度 w 绕 轴 


{= (cosa, cosh, cosy) 


旋转 , 求 物体 上 各 点 的 速度 , 即 求 速度 场 v, 然 后 再 求 rotv. 


10. 证 明 : 向 量 场 F=yz(2zx 十 y 十 z)i 十 Xz(X 十 2y 十 z)j 


十 x.y(X 十 y 十 2z)k 为 保守 场 , 并 求 势 函数 . 


11. 已 知 引力 场 下 一 点 在 空间 除去 = 轴 的 区 域 上 是 向 量 场 


G= Pl(zx, yy, z)i+ Q(z, yy， z)j 


的 旋 度 ; rotG==F. 试 求 出 P,Q&. 


S7 场 论 的 应 用 


这 节 我 们 将 考察 场 论 在 流体 力学 与 电磁 学 中 的 应 用 , 根 
据 力 学 和 电磁 学 中 某 些 原 理 , 推 导出 基本 向 量 方 程 ,日 的 在 于 
说 明 场 论 方法 的 应 用 ,而 不 在 意 所 牵涉 到 原理 的 完全 和 深入 


解释 . 
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7. 1 在 流体 力学 中 的 应 用 


设 在 空间 某 区 域 充 满 流 动 着 的 流体 (如 液体 .气体 ), 有 两 种 
方法 来 描述 这 一 运动 ,一 种 是 Lagrange 方法 , 设 上 一 0 时 ,流体 
质点 的 位 置 为 (a, 0,，c) ,随后 它 的 位 置 可 表示 为 r=r(a, 6, <， 
). 另 一 种 是 Euler 方法 , 即 场 的 方法 , 它 考察 流体 在 所 占 区 域 
上 每 点 (zx,，y, z) 和 每 一 时 刻 i, 流 体 的 速度 y(z，y, x, 1) .密度 
(zx, y,z, 引 \ 庄 力 p(x,，y,z, t) 等 物理 量 .我们 采用 后 一 方 
法 ,从 基本 物理 定律 出 发 ,利用 散 度 定理 导出 相应 数学 方程 . 假 
设 速度 、 和 密度、 压力 都 是 光滑 函数 ,流体 也 是 理想 流体 ( 即 非 粘 性 
的 ,均匀 的 ,各 向 同性 的 ), 如 此 性 质 的 流体 在 实际 中 是 不 具备 
的 ,所 以 我 们 处 理 的 是 简化 后 的 数学 模型 . 

考虑 想象 中 的 闭 曲 面 S, 它 所 围 区 域 记 作 D. 所 谓 “ 想 象 ” 
中 曲面 5, 因 为 它 不 妨害 或 阻挡 流体 的 流动 ,事实 上 只 是 把 我 
们 注意 力 集中 于 场 的 特殊 部 分 . 我 们 设 流体 既 不 会 赁 空 产 生 ， 
也 不 会 赁 空 消 失 , 即 既 无 源泉 也 无 渗 漏 . 质量 守恒 定律 告诉 我 
们 , DD 内 流体 质量 增加 的 速率 等 于 通过 S 流 入 DD 内 流体 质量 

在 (x, y, zx) 点 和 时 刻 t, 体 积 元 素 dV 的 流体 质量 为 6(x， 
2，z, Lt)dV ,所 以 在 时 刻 t 时 , D 内 流体 的 质量 为 


jsav， 
质量 增加 的 速率 为 : 
0 DG 
2 je 中 2 dV- 
来 求 流体 在 时 刻 t 到 i 十 dz 内 流出 面积 元 素 dS 的 体积 .在 
dS 上 任 取 一 点 (x, y, z), 曲 面 在 该 点 的 单位 外 法 向 量 记 作 n， 
则 所 求 体积 为 : 


v(x, y, z, 1) » ndSdi, 
所 以 流出 dS 的 流体 质量 为 
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2 .mdosdt， 
因此 在 时 刻 t, 通 过 S 流出 DD 的 流量 的 速率 为 


her .ndS, 


5 


根据 质量 守恒 定律 得 


lg 969y 一 to ndS. 


应 用 散 度 定理 (本 章 6. 3 节 @ 中 式 ) ,得 


由 [区 + div(6r) ]dy =0, 
由 于 区 域 D 的 任意 性 , 故 有 
2 + div() = 0. © 
称 上 述 方程 为 连续 性 方程 , 它 等 价 于 质量 守恒 定律 . 老 流 体 是 不 
可 压缩 的 , 即 6 为 常数 ,这 时 流体 的 连续 性 方程 变 为 : 
divy = 0. 
流体 运动 遵从 Newton 第 二 定律 : 流体 任 一 部 分 动量 变化 
的 速率 ,等 于 作用 这 部 分 流体 的 外 力 之 和 . 由 此 出 发 可 得 流体 的 
运动 方程 . 我 们 再 回 到 区 域 D 中 流体 , 时 刻 上 时 的 动量 为 
下 sav， 动量 变化 的 速率 为 


EAC 
通过 S 流 出 D 的 流体 动量 变化 的 速率 为 

(hv . nas. 
上 上 术 两 部 分 动量 变化 速率 之 和 ,应 等 于 两 项 外 力 之 和 ,一 项 是 
D 外 流体 对 DD 内 流体 的 压力 , 设 压力 强度 为 p(x, y, z, ) ,区 
压力 作用 在 S$ 上 ,方向 为 一 n, 所 以 作用 DD 内 流体 的 这 部 分 力 
为 
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_ fonds. 
S 


我 们 用 F(x, y,z, t) 表 示 力 密度 , 即 单位 质量 所 受 的 力 ( 如 重 
力 , 电 磁力 等 ), 则 D 内 流体 所 受 力 为 


fonas 一 vpav. 
Ss D 


记 * 一 me 十 me 十 mes ,应 用 本 章 6. 3 节 公 式 @ 和 @ ,得 
入 .ds= > 和 oC mdse 
= 二 uivcoeoave 


= 5 waiver) + o . Vv,JdVe; 


i=1 DD 


Narav. 
由 Newton 第 二 定律 得 第 
3 二 
3cavr fr . 7)dS > 
= (honas+ larav. @ 
S D v 
对 曲面 积分 应 用 散 度 定理 得 多 
联 
系 
场 
论 


= vaiveer) +6(v. 7)v]dVy. 


这 样 由 名 推出 
0 人 + vdivv) + 00 vy 十 vp— or lav = 0. 


Db 


再 利用 连续 性 方程 和 DD 的 任意 性 ,得 到 
59 宛 二 (> ， V)p = 一 Yb 十 吐 ， 


称 此 方程 为 流体 的 运动 方程 ,注意 它 不 是 未 知 国 数 ”的 线性 偏 
微分 方程 . 343 | 
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7.2 在 电磁 场 中 的 应 用 


已 知 稳定 电荷 分 布 产 生 电场 E(r), 稳 定 电流 产生 磁场 
H(r). 则 电荷 为 9, 速度 为 的 点 电荷 在 > 一刀 十 好 十 性 点 所 受 
到 的 电力 为 gE(7) ,所 受到 的 磁力 为 md XH(r), po 为 物理 党 
数 , 称 为 导 磁 率 . 我们 先 考察 稳定 电场 与 磁场 ,然后 再 考察 随时 
间 变 化 电场 E(r, 1) 和 磁场 H(r, zt) 之 间 的 关系 . 

在 空间 s= 缮 十 yj 十 Ek 点 放置 电荷 9 , 则 由 Coulomb 定律 
知 它 在 > 点 的 电场 为 


E(r) = 


rs 
pe | 一 s | 
& 为 介 电 常 数 . 在 单 连通 区 域 R' 一 1s1 上 存在 势 荫 数 
9 1 
4neo | 了 一 8 | 
所 以 下 为 保守 场 , 且 rotE==0. 在 Ri 一 1s} 上 有 divE= 二 0. 以 s 为 
心 ,以 5 为 半径 作 球 面 S, 则 电场 E 通过 球面 S 的 电 通 量 为 


P(r) = ,， Vo=E 


he: ndS = -9 r—s .7 一 ds— 2. 
47neo 时 一 | r 一 8 | Eo 


应 用 散 度 定 理 ， 对 任 一 包含 s 点 的 闭 曲 面 S， 相应 电 通 量 亦 为 


be .ndS = 和 
若 电荷 以 密度 p(s) 连 续 分 布 在 某 一 有 界 区 域 上 ,在 s 点 取 
体积 微 元 dV ,把 它 视 作 点 电荷 p(s)dV ,所 以 连续 分 布 电荷 所 产 
生 的 电场 为 


_ 1 rs 
£0 = we re 


这 里 约定 p(s) 在 有 界 区 域外 为 鹤 上 述 反 常 积分 是 收敛 的 ， 
E(r) 在 R? 上 连续 . 电场 妨 (r) 有 势 函数 
1 pls)dV 


4neo | rr 一 S | 
R3 


P(r) = 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) “ 讨 加 


1 0(é, 7, Cdédndé 
re ss Vr— E+ yD Tz 
利用 参 变 积分 微分 法 可 以 证 明 
Vo=E (六 ER ). 
因 保守 场 一 定 是 无 旋 场 , 故 有 
rotE=0 (rE€ R’). 
为 求 五 的 散 度 ,考虑 闭 曲面 5, 其 所 围 区 域 记 作 DD, 并 注意 


到 


和 r 一 .nds 一 人 sED, 
| 7 一 3 | 0, s€D, 


其 中 为 S | 求 五 通过 曲面 S 的 电 通 量 


he: ndS — Tie ls ,9 ndSdvV 
-toe 


这 证 明 通 过 S 的 电 通 量 ， 等 于 S 所 围 区 域内 电荷 除 以 <. 对 上 
式 应 用 散 度 定理 ,得 


(sve-£)av = = 0， 


由 刀 的 任意 性 , 即 得 Gauss 定律 的 微分 形式 : 


divE = 2£ 
Eo 

因 divE== VY， V9 一 A9, 推 出 9 满足 Poisson 方程 : 
Ay 一 A. 


特别 在 无 电荷 分 布 的 空间 区 域 上 , 2 是 调和 函数 ， 
讨论 磁场 的 出 发 点 是 Biot-Savart 定律 . 设 有 稳定 电流 I 
沿 曲 线 型 导线 了 流动, 取 s 一 i 十 7j 十 EkKEZ 点 电流 元 素 dI 
一 1ds, 则 它 在 "一 也 十 好 十 焉 点 产生 的 磁场 为 


了 dsx(r 一 3) 
dH(7) 二 让 jr—s|’ 


3» 


本 关 , 洪 翰 要 百 导 六 强壮 路” 寅 十 由 如 
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这 里 ds=Ttds, + 是 曲线 多 在 s 点 的 单位 切 向 量 ,方向 与 电流 方 
向 一 致 . 
所 以 电流 工 沿 闭 曲线 乡 流动 在 > 点 产生 的 磁场 为 ; 


Ifdsx (rs) 
dz} |r 一 | 


H(r) = 
考虑 向 量 场 
了 ds 
4 一直 FS， 


1 r—s 2 AN- 
因 Y-( [可 )= [5 和 本 章 6. 3 节 公式 @ ,得 


vxA= 7 (Tr 


让 ] 和 加 = 
这 说 明 H 是 旋 度 场 ,特别 对 多 外 的 点 有 
divH= VY . (VXxXA)=0. 
求 互 的 旋 度 时 ,注意 到 下 列 事实 . 设 C 为 常 向 量 , 下 为 可 微 
向 量 , 则 
Vx(CxF)= (Vv.: FC—(C. YE, 
因此 


r—s 太一 
Vx (Gx Tp) Vo) rT 


太一 
= (ds: V,) [7 二 s 15， 


其 中 也,， 了 ,分别 表 示 对 r 和 s 求 微分 .所 以 有 
I dsx(r—s) I , rs 
vx- 让 .Xx vor 3 


|r—sl’: S 
ry 
+ (Ts)d 


一 0. 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


这 说 明 在 R’ 除去 闭 曲线 多 的 区 域 上 ， c 

有 rotH==0. 由 于 该 区 域 不 是 单 连通 ， 

得 不 出 H 沿 任 一 闭 曲线 的 环 量 为 零 . f 

我 们 来 求 H 沿 图 20-16 中 闭 曲 线 C 

的 环 量 . 由 于 rotH 二 0, 应 用 Stokes 公 

式 知 吾 沿 C 的 环 量 与 C 的 形状 和 大 

小 无 关 , 当 C 充分 靠近 导线 多时 , 磁 图 20-16 

场 HH 的 贡献 主要 来 自 接近 C 的 部 分 . 

我 们 把 问题 简化 成 多 为 无 限 长 直 导 线 , 取 作 x 轴 , 电 流 工 沿 天 方 
向 流动 ,再 取 C 是 半径 为 e ,圆心 在 zx 轴 的 水 平 圆周 , 求 互 沿 C 


[cz 


的 环 量 

fn “dr. 
先 来 求 豆 , 因 一 外 ,，r 一 二 十 好 十 性 ， 殖 zl 
在 r 点 的 方向 为 C 在 r 点 切线 方向 : 小 


yj 立 ) 
(A) 
今 囊 y 一 a ， 卫 在 r 点 大 小 为 


1Hl= 寺 | ds || ~ 一 s | sin0 


4 由 | rr 一 $ | 
了 六 sin0ds 
4 
_ha | dé 
dx J [az + (CE 2) ]? 图 20-17 
( 令 5 一 z 二 atang) 
| = 
一 起 | yc0s9d9 一 pe 
所 以 得 
I , , 
H(tit ay/) 


令 


-| ; 潞 


可 NL 沙 尖 辣 术 


已 冰 , 漠 淹 可 
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A(r) =— In(z 4 yk, 


则 XA 二 HH, 在 xz 轴 外 有 divH= 二 0, rotH 二 0. H 沿 C 的 环 量 


为 : 
.dr 二 工 中 zdy 一 >dz I 四 ydx 二 
把 一 ry 一 zr dy ydx*== 工 


这 样 我 们 证 明了 Ampere 定律 ; 磁场 H 沿 闭 曲线 C 的 环 量 , 等 
于 穿 过 C 所 围 曲面 S 的 电流 工 
现 考虑 电流 在 空间 一 有 界 区 域内 流动 ,共有 电流 密度 向 最 
J(s), 即 每 点 s 电流 沿 方向 J(s) 流 动 , 它 在 ~ 点 产生 的 磁场 为 : 
1 f(s) XCr 一 S) 
nn) = 去 Xr ay, 


Ir—sl’ 
这 里 约定 J(s) 在 有 界 区 域外 为 零 向 量 ,在 有 界 域 上 连续 ,所 以 
上 述 重 积分 收敛 , 豆 (r) 是 R 上 连续 向 量 场 , 令 
4(r) = 云 由 _JCs) dv， 


Ir—sl| 


可 以 证 明 Y XA 二 开 , 由 此 可 得 在 Ri 上 
divH=V:.(VxA)=0. 
求 旋 度 时 ,注意 流 过 具有 单位 法 向 量 半 的 面积 元 素 dS 的 
电流 为 J(s). ndS, 设 5 的 边界 记 作 C, 其 定向 由 nn 决定 , 则 H 


沿 C 的 环 量 为 
fn . dr = 小 .ndS, 
站 S 

应 用 Stokes 公式 得 


| (ro —) .ndS 一 0， 


由 S 的 任意 性 , 即 得 
rot 一 小. 


7.3 Maxwell 方程 组 
对 稳定 电磁 场 我 们 得 到 四 个 方程 : 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) me 


divE = £, divH = 0， 
Eo 


rotE = 0,， rotH= 站 
当 吾 和 下 随时 间 变 化 时 ,方程 需要 作 相 应 改变 . 由 于 Gauss 定 
律 依然 适用 ,所 以 方程 divE= 仍 成 立 . 方程 divH=0 也 仍 成 
立 ,这 是 因为 没有 磁 源 (S 极 或 N 极 ) ,磁力 线 为 闭 曲 线 . 
方程 rotE=0 的 改变 ,归功 于 Hichael Faraday, 他 观察 到 
电磁 沿 一 闭 曲线 C 的 环 量 , 对 应 于 磁 通 量 


变化 , 即 


其 中 S$S 是 以 C 为 边界 的 任 一 曲面 ,S 的 法 向 量 n 与 C 的 定向 成 
右手 规则 . 对 线 积分 应 用 Stokes 公式 ,得 


(rotE .ndS = fe .dr 一 一 Am fn "ndS 
1 人 dz 


S 
一 一 9H 。 
ol of nds, 


由 S 的 任意 性 ,得 Faraday 定律 的 微分 形式 
| oH 
9i 
只 有 当 磁 场 不 依赖 于 时 间 时 ,电场 才 是 无 旋 场 . 

关于 Ampere 定律 rot 百 = 几 , 当 电场 依赖 于 时 间 时 ,也 要 作 
相应 改变 . 这 时 电流 密度 向 量 j 是 时 间 函 数 , 记 p 为 电荷 密度 ， 
由 电荷 守恒 定律 ,类 似 于 流体 力学 中 讨论 ,可 得 连续 性 方程 


ao 
天 一 divJ. 


rotE 一 一 jo 


这 说 明 o 依赖 于 时 间 时 ，divJ 关 0, 显然 与 Ampere 定律 矛盾 ， 


三 疗 , 济 织 村 百 全 冰 强壮 了 ” 山 十 | 1 洲 
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0==eodiv 巨 ,得 
加 oo _ . 9E 
divJ = 于 一 so div 可 


或 


div(J + 字 )= 0. 


这 提示 Ampere 定律 应 修正 为 : 
a 
rotH = /+ 3 


是 Maxwell 首先 发 现 磁 场 产 生 不 仅 依 赖 于 电流 ,也 依赖 变化 的 
电场 . 
综 上 所 述 ,当空 间 区 域 存在 电荷 与 电流 ,产生 的 电场 与 磁场 
受 方 程 组 
div 一 £, divH = 0， 


0 
9 9E 


H 
rotE =— po Dr? rotH=J+e 3 


所 制约 . 它 称 作 Maxwell 方程 组 . 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


第 二 十 一 章 ”微分 形式 及 其 积分 


这 章 要 把 R’ 中 的 第 二 型 曲线 积分 和 曲面 积分 推广 到 R” 
空间 中 去 ,定义 &( 委 2) 维 曲面 上 的 第 二 型 曲面 积分 ,并 导出 R” 
空间 中 一 般 的 Stokes 公式 . 以 前 讲述 的 微 积分 基本 定理 ， 
Green 公式 ，Gauss 公式 和 Stokes 公式 都 是 它 的 一 个 特例 |. 


Si 微分 形式 


在 三 元 函数 4 一 f(x，y， xz) 的 微分 定义 中 ,规定 dr = Ar， 
dy 二 Ay, dz 一 Az, 所 以 函数 微分 可 记 作 


_ 2/ 9f of 
du = 了 dz 十 yd + jd? 


现在 换 一 种 观点 来 解释 dz，dy，dz ,把 它们 看 成 是 Rs 到 R 的 
线性 函数 ,对 R’ 中 任 一 向 量 一 (Az，Ay，Az)， 
dz(h) = Azx, dy(h) = Ay, .dz(h) = Az. 
其 几何 意义 为 定向 线段 在 坐标 轴 上 的 投影 . 如 果 对 函数 与 函数 
值 不 加 区 分 ,也 可 说 dz 一 Az. 在 新 的 解释 下 ,微分 du 是 基本 线 
性 函数 dz,， dy，dz 的 线性 组 合 . 
在 第 二 型 曲面 积分 


JPay Adz+QdzAdzi+RdzrAdy 
定义 中 , dr A dy 表示 定向 面积 在 Ory 平面 上 的 投影 . 那 时 被 
积 表达 式 并 没有 单独 定义 , 现 为 了 给 被 积 表达 式 赋予 独立 的 意 
义 ,我 们 定义 限 数 
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dx Ady: Ri xXR’:—R, 


对 任意 的 两 向 量 
hy = hs, has his), hs = Cha, hs, has), 
其 值 为 
dz Ady(h, ha)= | 
ha hz 


行列 式 表 示 由 向 量 h ,hs 所 决定 的 定向 平行 四 边 形 在 Oxy 平 
面 上 投影 的 面积 , 这 里 函数 不 采用 记号 dzdy, 而 用 dz 人 dy 来 
表示 . 同样 有 


h h 
dy A dz (hi, h, ) 一 网 ” 


22 hzs 


h h 
dz A dz (hh, hs )= 上 " 


沪 消 料 兴 沙 起 涂 骂 册 | 十 | 1 潍 


23 hol 


上 


其 几何 意义 分 别 表 示 定 向 平行 四 边 形 在 Oyz 平面 和 Ozz 平 下 
上 投影 的 面积 . 类 似 有 


dy A dzch,, 天) 二 hls hl 
了 TA, Hf) hs ha » 
hy hi 
dz A dr (h,, h; ) 一 
zl hz 


FF 


可 见 ,函数 dy 人 dz 与 图 数 dr A dy 相差 一 符号 : 
dyA dz =— (dr A dy); 
函数 dz A dz 三 0， 
将 上 面 的 讨论 推广 到 R" 空间 ,有 下 面 定义 . 
定义 21.1 设 , io，…, 是 个 不 大 于 nn 的 正 整 数 , 它 
们 之 间 可 以 相同 . dz A dz;, 入 … A dx; 是 定义 在 R*" XR" xX-… 
xR" (& 个 ) 上 的 一 个 数值 函数 ,给 定 R" 中 个 向 量 
hk = (Chi, hz, my ha) (7 =1,2,.%,&). 
定义 函数 dz Adz 入 … A dzi 在 点 (hi, hs,…, hi ) 之 值 为 : 
352 dz A dz 人 A dri (hi, hz, *…, hi ) 
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hi hi ”® hi 
h, hz hz;, 
hau, Au he, 


根据 行列 式 的 性 质 , 易 知 函 数 dz A dz 人 … Adzr, 具有 下 
列 性 质 : 
(1) dz 人 … A dzi 对 每 一 hj(j 二 1，2,，…, 上 &) 都 是 线性 
的 ,例如 它 对 hh 是 线性 的 , 即 
dr: 人 … A dz (hi 4h, he, -, h,) 
一 dzi 人 … 人 dz (hi, hs, .…, h,) 
十 dz A A drs Chi, hs, ,he); 
drs A A dz Chi, hs, …, 到) 
一 dz A … A dz Ch, hs, *, hi). 
(2) dx; 入 … A dzi 是 反对 称 的 , 即 (ha, 及，…, 有 ) 中 任 
意 两 个 位 置 对 调 , 函数 值 改变 符号 ,如 
dz 人 人 dr Chz, hi, »…, hi) 
一 一 dz 人 … 人 dz Chi, hs,, .…, h,). 
由 此 推出 , 若 (h，, hs,…, hi) 中 有 两 个 向 量 相同 , 则 函数 值 为 
我 们 称 dr; 入 … A dx; 为 基本 反对 称 & 重 线性 函数 ,一 般 
地 设 w, 9 是 具有 上 述 两 个 性 质 的 反对 称 重 线性 函数 
w, 7: 及 "X…XR" 一 R， 
个 
它们 之 间 可 定义 相 加 和 数 乘 运算 ， 
(w+ Dh, ho, es, he)= wh, hs, , hi) 
十 77h, ho, :…, h:); 
(Aw) (hi, hs; ， 机 hi ) = Aw (hi ， h,, “"", hi ). 
显然 ,所 有 反对 称 & 重 线性 函数 构成 一 线性 空间 , 记 作 人“. 
在 人 “(&E 委 四) 中, 形 如 dz 人 Adz (1&i <i<… < 
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声 n) 的 基本 反对 称 重 线性 函数 组 成 一 极 大 线性 无 关 组 ,其 个 
数 为 C 个 .事实 上 , 若 有 Ct 个 常数 4。 ,使 得 
i dz A 人 dz A A dz; 0, 


Ai 
1i2 
1&1 < En 


必 有 A 一 0. 的 
>» i dc A dz 人， “A dzr; (@i， ep ea ) 


1 p> 


1 0 
0 1 
= 一 人 ,Ls 一 Ai i 二 0， 
1 2 大 二 由 eons ers ome 12 四 
0 0 1 


其 中 e;(1 专 i) 为 R" 中 标准 正 交 基 向 量 . 
反之 , 若 w 是 R"X…XR"(E 个 ) 上 某 一 反对 称 & 重 线性 国 
数 , 则 w 一 定 可 表示 为 : 
ww 一 >» i dri A dr;, A *… A dx; ， 


1&i < i en Na 
其 中 A —w(e: 9 @;, ， ">, i ). 我 们 以 7 一 3， k=2 为 例 来 说 
明 , 由 ww 的 有 反对 称 性 和 2 重 线 性 性 质 , 易 得 
whie hizez + hises, hziei 二 h2zez + hoses ) 


hl hi hy his 
=w(e, €2) ho ho 十 ww(el ，es ) hy, ha 
his his 
十 w(es ，es ) hs ho » 


所 以 
w= wle, e2)dzr1 人 dzs + wle, es)dri 人 dzs 
二 w(es, €3)dr: 人 dzs. 
如 果 数 组 (7, jz,，…, 庆 ) 是 由 数组 (i, is，…,) 经 
[i ，J2，…， 7 次 置换 得 到 , 则 
dz Adz A AN dr; 

= (— 1) 2 el dr A dz A:* A dr;. 

如 dz A dx 入 …A 信 dz; 中 任意 两 个 dz, 位 置 对 调 ,所 得 函数 差 
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一 符号 ,例如 将 dx。 ，dz, 对 调 , 则 
dz A dr; 人 …A dz 一 一 dz 人 dz 人 人 dz . 

下 面 我 们 定义 外 积 (或 Wedge 积 ) 运 算 , 使 两 个 反对 称 重 线 
性 函数 的 积 仍 为 反对 称 重 线性 函数 . 

定义 21.2 外 积 运 算 人 是 A*X A' 到 A 人! 的 映射 ,其 定义 
为 : 

(dz 人 人 dz A (dr; A A dr,,) 
= dx; 人 人 人 dz Adz; A A dr. 


一 般 地 , 设 
w=: DD) hadz MAdzr, A Adr, EA’, 
1&i < in 
7 二 >») Lj dT A dz;, 人 -人 dzri € 人 上， 


1 jn 


则 定义 
wA7= D3 Ad A Mdr, Adr A A dzj,. 


1:Ei < i En 
1 in 


根据 定义 ,外 积 运算 具有 下 列 性 质 : 
(1) 设 ,ws EA*, 7E€ A', 则 有 分 配 律 
(wol 十 oz ) 人 7 一 人 7 十 co 人 也 
(2) 设 wEA*, 7€E 入 ', &€ 入 ', 则 有 结合 
(wAnAE= wh (7AE. 
(3) 设 wE A*, 7€ 人 上, 则 
wA7= (—1)»YAw. 
我 们 只 证 性 质 (3). 事实 上 ,只 须 对 wo 一 dz 人 … A dz ,1 一 di 
A… 人 dx; 加 以 证 明 .在 
whA7= drs A Adzi Adzri A A dx. 
中 对 dz 作 上 次 置换 ,得 
dz A dr: 人 Adza Adz;, A 人 人 dz;, 
依次 对 dz ,，…，dzi 作 & 次 置换 , 故 作 &/ 次 置换 后 ,可 得 
dzi A Adz; Adza A: Adz;, 一 7Aw， 
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因此 有 
wA7= (—1)*y7Aw. 
有 了 外 积 定义 ,原作 为 整体 函数 记号 的 dz 和信 … A dz , 现 
可 理解 成 个 人 ! 的 函数 经 (一 1) 次 外 积 运 算 而 得 的 反对 称 & 
重 线性 函数 ,如 果 wE 和 人 *，7E A', 上 十 /之 n, 约 定 wA 大 0. 
利用 反对 称 & 重 线性 函数 来 定义 & 次 微分 形式 . 
定义 21.3 设 2 是 R" 中 开 集 ,定义 
wx) = > bi (x)dre A A dr,. 


li i En 


(Xx 二 (Xi Xz， Xn) EQ0) 为 0 内 的 次 微分 形式 ,其 中 1 
nn， ty zs st 是 个 不 大 于 nn 的 正 整 数 ， bi i (x) 是 定义 
在 2 内 的 实 值 函数 ， 

次 微分 形式 也 简称 为 次 形式 , 且 记 作 ow. 为 统一 起 见 , 0 
上 的 实 值 消 数 称 为 0 次 形式 . 若 有 汪 n, 这 时 有 次 形式 恒 为 零 . 

由 反对 称 & 重 线性 孔 数 的 性 质 , 易 知 次 形式 具有 下 列 性 
质 : 

(1) 任 一 & 次 形式 总 可 写成 

wx) = > aspxz)drz 人 dr 人 人 …A 人 dzri， 


1<i < Tin 
称 此 形式 为 w 的 标准 形式 . 若 ai… (x) EC"”(0), 则 记 wE 
CU (0). 
例如 ,二 次 形式 
中 一 ZdzAdy 十 ydyAdz 十 zdzAdz 十 zdz 人 dz 
十 ydyAdz 十 zdz 人 dy 十 妇 dzA 人 Adz 
二 ydyAdy+z dzA dz， 
它 的 标准 形式 为 
w= (Tt— ydrAdy+ (zx—2z)dr A dz 
十 (y 一 z)dyAdz € CR’). 
(2) 若 w，7E Ci? C0), 则 
w 十 7 一 ?十 woE CP? 0). 
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Alw 十 力 = 二 和 十 和 yp € C4? (0) (4 为 实 函 数 且 4 E Co CD))， 
(3) 若 wECP(CO)，7TECP GO) , 则 wwA7EC8 CO2) , 且 
wA7= (— 1)*yAw. 

特别 有 C6? (CQ) 二 C? (0), CP? (0)={0}(k>>n). 

思考 练习 解答 下 列 问题 ， 

1. 设 w=dzriAdzrs 十 dr3 A dziE€ A*, (1) 求 oAw; (2) 求 
证 不 存在 两 个 a, BE A'! ,使 «aA B=w. 


4 
2. 设 dz ?9 dXx2， dzs ， dz 为 人 ! 的 基 ， oj 二 Dasdri(l < 


i=1 
了 过 4)， Qi 为 实数 , 旭 
ww Aw AwAw 
Ul Ql2 dl3 ‘U14 
a a a a 
= dzrAdrAMdr Mdr. 


C31 CQ3 QQ33 U34 


CQ41 CQ CQ43 Ua4 


S2 外 徽 分 


设 F(z，y，z)ECP(2), 则 它 的 微分 
df = fdrti+ fydy+ fdz € CY (0). 
说 明 零 次 形式 的 微分 为 一 次 形式 . 现在 也 把 微分 称 为 外 微分 ,一 
般 上 次 形式 的 外 微分 定义 如 下 : 
定义 21.4 设 wECM?(0)(r 之 1, 0 志 k 过 nn) ,其 形式 为 


w= > aa Xdr 人 人 dr 
1&i] < <n 
我 们 称 (十 1) 次 形式 


2 _ (5 二 dz A A dr 
1 i ; 
= 之 > a Adz A.…Ad 


1 0 j= 
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为 % 的 外 微分 , 记 作 dw€ Cl? (0). 

车 woE CC2) (7r 宇 1), 则 dw==0， 

例 1 若 w==P(x, y)dzr 十 Q(z，y)dyECm(Q), 求 外 微分 
doc， 


aP aP aQ oaQ 
解 do = (过 虹 十 访 4>) dz 十 ( 完 dz+ 5 dy )A dy 


_aP aQ 
一 ayd> A dz 十 元 dzA dy 


例 2 若 w=PIz，y，z)dz 十 QCz，y，z)dy 十 尺 (z，y，z) 
dz CD?(Q), 求 其 外 微分 dw. 


oP oaP oaP 
解 ”dw = ( 寺 必 + 守 d+ de )A dz 


aQ oaQ 9Q 
十 (于 dz 十 了 dy 十 了 dx)A dy 


aR aR aR 
十 (元 dz+ Ei 完 d)A dz 


十 ( 强 一 芒 )azAdy 


例 3 若 w=POz，y，z)dyAdz 十 QCz，y，z)dz 人 dz 
十 RC(z,，y，z)drA dyE€ CVC0), 求 其 外 微分 da. 


ap, ,ap, 3aP 
解 dw 二 (去 dz 十 礼 几 十 充 dz)A dyAdz 


aQ ,9Q, ,93Q 
十 (元 dz+ gdy+ dz A dz A dz 


aR aR aR 
十 ( 完 dz 十 Dy + 元 dz)A dzrAdy 


opP ,9gQ oR 
(去 十 9y 十 9z 


外 微分 运算 具有 下 列 性 质 ， 


jdzA dy A dz. 
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(1) 设 o ,wzECmC0)(r 之 1), 则 
dw 二 wz) = dw 十 do € CT (0N); 
(2) 设 wE Ci (0)，7E CPP CO)(Cr 志 1 ， 则 
d(wAD = (do) Ant+ lw A (dD € CR nN); 
证 阴 只 须 对 
w= a(lx)dr: 人 … 人 dzi， 
= bx) dr; A*** A dr; 
情况 作证 明 , 因 
wA7= axb x dr 人 人 dr 人 dz 人 人 dz ， 
所 以 


d(woA 力 一 ilo 3 +a (x) 


5 一 1 

…A 人 dz Adzh 人 … 人 和 ge 
(2 9a (0 dz Adz A 人 dr， )A 
az 

(blx)dzr; 人 … A dz;) 


+ Pe Cx) BE dx, A dra A A drs A 


2 


J)dz, Adzr, A 


了 一 上 


dz A “A dz;, 
= (> dz, A des A A dr, )A 


5 一 1 


(blx)dzr; 人 … 人 dzi) 

十 (一 1)* (a(x) dr: 人 .… 人 dz )A 

(2 dz, A dz; A A dz ) 
= (dw) 人 7 十 (一 1)*o 人 (d7)， 

(3) 设 woECP (CO)(r 辫 2), 则 d(dw)= 二 dw=0. 

证 有 明 先 设 w= 二 a(x) EC (C0), 则 


d(da) = 人 -)A dx, = > (> 天 dr )A dz， 


p=1 ‘a=! 
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>| Oa 9 4 Jaz, A dr, = 0. 


LLI9Trs9rp 9xzog7p 
这 是 因为 a(x) 的 二 阶 偏 导数 与 求 偏 导 的 次 序 无 关 . 对 一 般 w6E 
CPP (0) ,只 须 对 w= 二 a(x) dx 人 … 人 dr; 情形 加 以 证 明 . 由 外 微 
分 定义 得 


dw = (da) A (dx; A** A dz; )， 
再 由 性 质 2 得 
dw= daA (dr: A A dz ) 
十 (一 1)da 人 d(Cdzn 人 … 人 dz ) 
二 0. 
定义 21.5 设 wEC?(0)(k 之 1)， 
(1) 车 7 宇 1, 且 dw=0, 则 称 避 为 闭 微 分 形式 ，; 
(2) 车 r 之 0, 且 存在 wyE Ch? C0), 使 dy 二 w%, 则 称 w 为 恰当 
形式 或 正 合 形式 . 
从 性 质 (3) 知 , 若 % 是 恰当 形式 , 则 w 是 闭 形式 ,事实 上 
do = d(d7) = dy7= 0. 
反之 , 闭 形式 不 一 定 是 恰当 形式 , 例如 ,在 0 二 Ri\{(0.0)} 上 害 
义 的 一 次 形式 


池 灌 料 当 水 让 沙 塞 才 | 十 | | 小 


一 4 x 
4% 一 了 十 记 虹 十 元 Ty 
是 闭 形式 : do=0. 但 在 2 内 不 存在 7E CGC (9) ,使 dy 二 w. 如 
果 取 0 为 右 半 平 面 区 域 , 则 存在 0 次 形式 
1 一 arctan 2 € Cg (0), 


使 dy 二 w, 故 w 是 恰当 形式 . 可 见 , 闭 形式 是 否 为 恰当 形式 与 区 
域 2 的 性 质 有 关 . 

定理 21.1 设 QCR” 是 以 原点 O 为 中 心 的 星 形 区 域 ( 即 
任 一 xEQ, 线 段 Ox CQO), 则 在 0Q 上 定义 的 & 次 闭 形式 wE 
360 ”CPP (C0) (r 之 1, 1 二 k 志 nn) 是 恰当 的 . 
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证 明 ”对 每 一 / 声 / 志 nn) ,我 们 引入 一 个 映射 如 下 : 
I: CD) -> C0 (0), 


若 w= >， Obi (x) dx 人 … 人 dz ， 
le i sn 
4 
IT(w) 一 2) | DD (| 6, Cydr)z, 
li mia- p=1 0 


< 人 


dz AN 生 A…Adzr | 


1 p 


其 中 和 表示 去 掉 这 一 因子 dx, . 由 于 0 是 星 形 区 域 , 1(%) 
表达 式 中 的 积分 是 有 意义 的 . 
映射 了 具有 性 质 : 
(1) 1(0)=0; 
C2) I 十 和 4) 二 TG) 十 TC ) ,其 中 心 ,为 实 
数 , wi ,wi EC (0). 
下 面 我 们 来 证 明 对 于 任 一 w€ CPP (0) ,都 有 
w= [I(dw) +d(I(w)). 
由 于 映射 和 外 微分 运算 d 都 具有 线性 性 质 ,不 妨 设 
ou 一 al(x) dx: 人 … 人 dz，. 
这 时 有 
dw = Da (xz)dz 人 dz 人 … A dr;,， 
其 中 DiaCo 表 示 a(x) 对 第 个 变量 求 偏 导数 ,因而 有 


Cdw = 多 (| tpDja Ca) dr) dr, A A dz, 


+ > BvD ad)e, 
另 一 方面 ,由 
1(w) = Di D™ (| ead) de)z, 
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dzs A A re MAA dr, 


因而 有 
dl(w) = Dp" (eed)dr, A 


~ 


dx: 人 … 人 dz， A 人 … 和 人 和 dz 


p 


+ 人 CD (| Dada) di)s 
p=1 j=1 "0 
人 


dzj 人 dz 人 …A dr，A… 人 dz 1 


于 是 我 们 得 到 


1 
I(dw) + d(1(w)) = (| sDja Ctx) zidt ) dr A A dr, 
i=l *? 
« 1 
+ OD (| a de)dr, A 
"人 


dz A A dr A A dr 


1 p 


| #Dalm) rid) dr 人-… 人 dr 
0 


了 一 1 
二 (| iar) dt) de A A dz 
= | [4alm)+ PD, a Ctr) |d 
dz A A dz 
| tac) dedrs A A dr 

o dt 1 


ll 


| 


alx)dzr: A*** Mdr, = ow. 
如 果 ww 是 闭 形式 , 即 dw 二 0, 则 得 到 
d(I(w)) = w. 
令 ?一 rw)ECP02) ,就 有 dy 二 w 证 毕 . 
定理 中 若 0 是 关于 某 点 M 的 星 形 区 域 , 则 定理 仍 成 立 . 特 
别 任 一 闭 形式 ,局 部 一 定 是 恰当 形式 . 
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思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1、 设 w=yzdyAdz 十 zzdz A dr 十 Tydr A dy EC CR’)， 
(1) 证 明 w 是 闭 形式 ; 

2. = 高 dyAdz 十 癌 de 人 dr 十 广 df 人 dy， r=V i++. 


证 明 w 在 R'\{(0, 0, 0))} 上 是 闭 形式 . 考虑 一 次 形式 
zz ydzx—zrdy 
r 十 只 ” 
验证 dy=w, 间 ww 在 RI\{(0, 0, 0)} 上 是 否 是 恰当 形式 ，w 在 什 
么 样 区 域 上 是 恰当 形式 . 

3. 设 QCR? 是 曲面 单 连通 区 域 , wE C 知 (0),，S 为 中 任 
一 封闭 曲面 ,证 明 曲 面积 分 

上 


为 零 的 充 要 条 件 是 w 为 闭 形 式 . 


s3 微分 形式 的 拉 回 


设 向 量 函 数 x 一 9(u) 将 DCR” 映 入 QCR"(m 志 n), 其 中 DD 
为 Re 中 区 域 , Q 可 以 是 Re 中 区 域 或 点 集 .映射 x 二 p(w): D-~ 
0 写成 分 量 形式 为 : 
Ti = PU Us, Um) (i = 1,2,.…,n). 
记号 
w 一 > asi (x)dr: A A dr €E Cn (0) 


1&i < <i 
(k 声 m, r 之 0) 表 示 函 数 ai.… (x) 在 包含 0 的 菜 一 区 域 ( 若 QQ 是 
区 域 ,该 包含 域 就 可 取 作 Q) 上 属于 C07 类 . 
定义 21.6 给 定 映射 x 二 9(u): DCR”~0CR’ (mn)， 
且 gEC”™D?(D)《r 之 0) ,又 km. 则 称 微分 形式 
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9 w= > ， Qi (9(u)) dp A 人 人 dp 


1 < Cin 


= 5 p(B sd, )A 


l&i < en 并 =1 


“A (3 Squ, je cP(D) 


1 2 7 
是 经 9 的 拉 回 . 

由 定义 可 证 拉 回 上 映射 gqg* ; CPP (CD2) 一 CP (D) 具 有 下 列 性 
质 : 

(1) 设 ww， wz EEC" (0), 则 有 

9 ” (WwW 十 oz) 一 9 十 9 oo 

由 此 性 质 ,讨论 一 般 微分 形式 wE CC2) 的 拉 回 ,只 需 讨 论 单 
项 w=a(x) dr; A A dz; 的 拉 回 . 

(2) 设 w=a(x) dx: 人 …- 人 dza (< )， 则 
pro 一 ae0D) 下 了 do A A du,. 


1 < < Em 9 (us 9 "**, Us ) 


赚 对 和 灶 测 阔 起 冰 如 山上 十 | | 游 


证 明 依 定义 有 
“ 一 7a ee dm 
pw—= a(p(u)) (> Fi, dz )A 人 (> wy dz ) 
> ox 9 wo. 
~ a(p(u)) 之， 到 Ep da A 人 du;,. 


上 式 右 端的 求 和 ,是 对 指标 户 ，…， ji 各 自 独 立地 取 1 至 mm 的 
值 ,所 以 和 式 中 共有 m* 项 ,但 是 由 微分 形式 性 质 知 广 ，…， 产 
中 只 要 有 两 个 取 值 一 样 : j= 二 js(a 关 BB), 则 它 所 对 应 的 项 必 为 
零 . 实际 上 只 有 广 ，…, j 取 互 不 相同 的 值 时 , 它 对 应 的 项 才 保 
留 下 来 . 

任意 取 定 一 个 数组 (3 ，…，s% ) ,满足 L551 过 … 之 $4 作 m. 
所 有 互 不 相同 的 数组 成 的 数组 (ji ，…, 产 )(1 委 六 ，…， 产 所 
m) ,经 置换 后 变 为 (5s1 ，…， 54) 的 数组 共有 kk! 个 ,这 个 数目 份 


9 (Xi, 机 Xi, ) 、 . , 
好 是 行列 式 = 一 一 一 一 一 ~ 的 项 数 . 记 数 组 (ji,，…, ji) 变 为 
364 Ca ， , Us) 
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数组 (5 ，…，, se ) 的 置换 数 为 [j; ，…, ji ], 则 有 
du A*…A 人 人 du;, = (一 Dw il du, A Adu,, 
因此 ,这 &! 个 数组 (j; ，…, jj) 对 应 的 项 之 和 为 : 
(Dc 1 ) G1] 。。 让 )au, A Adu, 
Cr ye 
9 (us ， us, 》 
(又 满足 1] 委 < 和 …<s% 委 mm 的 数组 (s1,…,si) 共 有 C4 个 ,所 以 
单项 w 的 拉 回 共有 Cs 项 ， 


du, A A du,. 


) 
) 


9( i i 
pou=agwW) 5 一 人 


1&5 < Em 9 (us » ">» uu 


例如 D, 0 为 空间 区 域 ,映射 


dus A 人 du . 


统 


X= Xu, Vv, Ww), 

“| = yu, v, w), D>/ 
z= zz(u, v, w), 

为 间 胚 映射 , 且 gE CY (D). 在 0 上 给 定 三 次 微分 形式 w= 

fxr, y, z)drAdyAdz,，fECCOD). 则 w 经 9 的 拉 回 为 ;: 


9 "w= flzxlu, Us, TU) ， yl(u, Vv, tw), zl(u, UU, tw) ] 


g(x, yy， Zz) 
9(u, VU, wd A dv A dw. 


又 如 DCR: 为 区 域 ，SCRs 为 光滑 曲面 ,映射 


并 一 工 (UL，D)， 

re v), D—S 
= Z(u, v), 

为 同 胚 映射 , 且 gE CV(D). 在 S$S 上 给 定 二 次 微分 形式 w= 

P(rz, y, z)dy A dz+Q(z, y, z)dz AdzrR(rx, y, z)dr Ady 

EC (S), 则 ww 经 9 的 拉 回 为 ; 


x 上 9(y, zz) 9 (zz, 工 ) 9(z， y) 
9 “一 [? J) Ra ER Fen JduA dw. 


(3) 设 woE CPP (C0), 7E€ Cm CGO) (4 十! 声 m), 则 
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p(wAND=9wA9p'r. 
证 明 不 妨 设 

只 9 一 QCX)dzi 人 … 人 dr， 

7 一 bx) dz 人 …… 人 dz - 


党 
(一 


p(wAND = alpu bo pu dp A Adop A 
dp; A A dp;, 
= (a(p(u)) dp A A dp )A 
(blp(u)) dp, A A dg,) 
= pwAp7. 
(4) 设 上 映射 x 一 9) EC?(D), w€E CDCO) (7 之 1D), 则 
9 (dw) = d(9’ w). 
证 明 先 看 & 一 0 情形 . 设 w==f(x)==fCxi, xa, ,X11) EE 
C"? (0), 则 


所 以 


p97 (0 = PD ED] Doan 


i=1 
NVSNTYaAFLeCe)] az 
-> > ge go, 


— Dae), - do 


i 9us 
它 反 映 的 就 是 一 阶 微 分 形式 的 不 变性 . 
其 次 设 w= 二 a(x)dz; 和 A…Adz; ,和 0 次 微分 形式 的 拉 回 即 
区 数 的 复合 ,可 得 
pw=a(plu)dyp A 人 dp 
一 CCG(C)dCz ° PA Ad(r, “|) 
=9"aAd(qg’ zr )A…A 人 dCP zi )， 
366 ”由 外 微分 性 质 (i ) 得 
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d(9*w)— d(9"a)A Ld(p’ zi )AAdC2 Ti )] 
+9"aAd[ld(p’ zi A Ad(g’ zx )], 
再 由 二 阶 外 微分 为 零 和 上 面 已 证 结果 得 
dl(9’*w)= 9" (da) A [9p’ dz A Agp’ dz J 
= 9° [daAdzs A Adz;, ]= 9° (dw). 

(5) 设 给 定 上 映射 u 二 yt): GCR'~DCR”, wyE C+?(G)， 
和 映射 x 二 9(u): D>0CR’, EC (DD) (SmSn). weE 
CPP (CQ) (过 站), 则 

(p° w= yy’ (9 w). 
证 明 设 ww 一 4aCx)dz 人 … 人 dz ,由 
9 w= (a° Wd(r ° pA Ad(r, ° 9), 
所 以 

yY (9”w) 
= [Ca° 9) wid Cr 9) yA Ad[L Cr ° 9)° w] 
一 [as"(9"y)](CDOd[za (9 WA…AdLr °C(9" Ww)] 
= (9° Ww. 

我 们 已 知 重 积分 换 元 公式 , 设 D，DCR" 为 区 域 , x 一 9(u): D-*0 为 
同 胚 变 换 , 且 9E C (万 ) ,函数 f(x) 二 A(z, zz，…, Xx ) 在 Q 上 可 积 ， 
则 有 重 积分 换 元 公式 : 

全 re Za， )dzidro dr 

a 


| 网民 和 
现在 要 把 它 改 变 为 微分 形式 的 积分 换 元 公式 . 
设 [O; el， 6e，…，e] 表 示 空 间 R" 的 正 交 规范 基 . 任 取 一 点 P,€ 0， 


并 作 正 交规 范 基 [P。; 1, E62, '"*, 5, ]，, 设 


Bl el 

E; [2 

国 二 A » 
nxXn 

£€, en 


车 det4>0, 则 称 0 取 定 正定 向 ;车 det4 二 0, 则 称 0 取 定 负 定 向 .注意 区 


也 漠 焊 济 冲 起 各 芳 山 | 十 |1 波 


| 
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域 2 定向 规定 与 P。 点 取 法 无 关 . 事实 上 设 Py; E 0, 让 动 点 由 Po 沿 0 内 类 
线 厂 运行 至 Ps, 同时 让 标 架 [P,; a1, ss;，…, 8] 连续 地 变动 得 标 哥 


a 


[Pp/; Bi ， BE， si ] , 设 


fF 
€ el 
Px 
e 
2 ,| es: 
A ， 
nxXn 
. 
2 en 


则 行列 式 det4 与 det4' 同 号 . 
定义 21.7 设 QCR" 为 定向 区 域 , w==f(x)dri AdrsA… 
Adzr,EC (0), 定 义 


| 三 [epdz 人 … 人 dz， = 士 |/Godzdzedzr 
n n n 


车 中 取 定 正定 向 ,上 式 右 端 取 “ 十 ”号 ;车 0 取 的 是 负 定 向 ,上 式 
右 端 取 “ 一 ”号 ,上 式 右 端 2 理解 成 有 界 可 测 集 . 

重 积 分 换 元 公式 ” 设 x 一 9(n): DCR” 一 QCR” 为 同 胚 变 
换 , gE CCD), 且 取 定 DD 的 定向 w€CY CO), 则 


pp 
证 明 无妨 设 D 取 定 的 是 正 向 . 车 x 二 9(w) 把 正定 向 区 域 
D 映 为 正定 向 区 域 Q2, 则 雅 可 比 行列 式 


J (0) = He Le Zr) > 0. 
9(U, Us, ,Us) 


由 定义 可 得 
| 一 Jf wa A A dz, = |repdz dz 
n n n 


= 上 Fredo] | J 0) | dure dau, 


了 


= /Ep J du du, 


so. 『 
= | /IgGD] 了 du A A du = [pw 
Dp (U1 Un) J 


了 
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若 x 二 9(w) 拒 正定 向 区 域 D 映 为 负 定 向 区 域 0, 则 


(x, ,zy) 
1 a a) 0 


由 定义 可 得 
| 一 | ena 人 … 人 dzr， =— |/ Gazedz, 
2 n n 


=— |/[o(w] | J C0) | da du, 
D 


一 | Loe I Gn du “du 


= [rreco] Ts Tg 人 A du, 
’ 9 (us ,Us ) 

= oo 证 毕 . 
D 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 D, 0 为 空间 区 域 ,映射 


T= X(u, Vv, Ww), 
中 -ev vw)， D—0 


之 一 zu, Vv, w), 


为 同 胚 映射 , 目 gE CCD) 在 Q2 上 给 定 二 次 微分 形式 w= 二 P(x， 
y, z)dyA dz Q(x, y, z)dz A dr 二 R(xz,，y，z)dzrA 人 dy, 求 


go. 


2. D, 0 映射 p 同上 题 , 9 把 光滑 定向 曲面 SCD 上映 为 


9p(S). 试 给 出 第 二 型 曲面 积分 
| pdyAdz + Qdz Adzr + RdrA dy 


P95S) 


的 变换 公式 . 


3. 设 B; 十 zi 十 X! 志 1. 9B; x 十 如 十 xz? 二 1. 证 明 ; 不 存 


在 函数 g 满足 : glag—=idap; 8: B—9B HB gE€C'Y(B). 
(提示 : 设 £8=(g1, B82， 8g3) ,考虑 二 次 微分 形式 


w= gidg: 人 dgs) 
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4. 设 简 单 闭 曲线 工 包含 坐标 原点 ,又 设 f= PCz，?) ，7=-: 
4x， yy) 属 于 C™ 类 .曲线 p(xz, y) 二 0, g(xz, y)==0 在 L 所 围 


区 域 D 内 有 个 交点 M,C yi<D), 且 并 部 | 
关 0. 证 明 : 
1 fody—~ygdp .rag, PD) 
一 于 22 十 多 = Dsign| 元 人 ,| 


其 中 工 取 道 时针 走 向 , 且 不 会 pg 二 0, yg 二 0 的 交点 . 
Sa4 微分 流 形 


空间 中 球面 可 用 一 个 参数 方程 表示 ,但 这 表示 式 ,不 是 一 一 - 
对 应 的 . 非 一 一 对 应 映射 可 以 把 双 侧 曲面 映 为 单 侧 曲面 .所 以 研 
究 曲 面 时 ,映射 一 一 对 应 是 基本 的 要 求 . 这 样 一 曲面 须 用 几 个 一 - 
一 对 应 的 参数 方程 来 表示 ,或 局 部 可 用 一 一 对 应 的 参数 方程 来 
表示 ,这 就 引出 了 流 形 的 概念 . 

设 S 是 R" 中 子 集 , 称 R" 中 开 集 与 S 的 交集 为 S 的 开 集 . 
所 以 5 二 SNR" 是 S 的 开 集 , 空 集 儿 = 二 SN 多 为 S 的 开 集 ,用 U 
表示 S 中 的 开 集 , 下 面 图 中 U、V 即 为 S 的 开 集 ,虚线 表示 不 属 
于 该 集合 (图 21-1). 


一 ~ 一 一 
~ 


7/ 一 一、、 下 、 
/ 人 U 2 pa 
人 人、、 一 /sg 
jy \ / 
{一 一 一 一 一 、 / 
~ 
图 21-1 


一 连续 映射 f: XCR”>YCR" , 称 为 在 六 上 光滑 , 即 存 在 
R” 中 开 集 UU, 使 XCU, 和 FF; U->Y, Fix 二 了 f, 且 下 为 光 背 映 
射 , 即 下 在 U 上 有 连续 一 阶 偏 导数 . 

f: X->Y 称 为 微分 同 有 是 , 首 先 它 是 同 胚 映射 ,又 f:; X 一 Y 


数学 分 析 ( 第 三 册 ) 


是 光滑 的 ， 广 :: Y>X 也 是 光滑 的 . 

定义 21.8 S 为 R" 中 子 集 , 若 存在 局 部 坐标 系 {(D。， 
gs)), 其 中 UU 为 S 的 开 集 , 且 S 一 UU。， 2: Us>9ps(U,)(R* 中 
开 集 ，&< 委 72) 为 微分 同 胚 映 射 , 则 称 S 为 k 维 微分 流 形 . 

定义 21.8 也 可 改 述 成 如 下 形式 . 设 S 为 R* 中 子 集 , 若 任 
给 yE 5S, 总 存在 S 上 的 yy 点 邻 域 口 ,和 微分 同 胚 映射 9p: [7 一 V 
CV 为 R* 中 开 集 , & 志 nn) , 则 称 S 为 & 维 微分 流 形 . 

k 维 微分 流 形 就 是 局 部 与 R 中 开 集 微分 同 胚 的 集合 S ,其 
图 像 是 R" 中 不 带 边界 或 无 边界 的 & 维 光 滑 曲面 . 定义 中 不 要 求 
集合 S 连通 ,所 以 & 维 微分 流 形 可 以 是 若干 张 甚 至 无 穷 多 张 不 
交 的 有 维 光滑 曲面 . 以 下 讨论 的 S 都 假定 是 连通 的 . 

92: LT 一 Y 称 为 U 的 局 部 坐标 系 ，U 称 为 局 部 坐标 邻 域 . 若 
2 一 (zz 2)， 称 了 ii0 王 1，2，…，A) 为 局 部 坐标 范 数 . 
9 1 : Y 一 U 为 局 部 参数 表示 . 

我 们 来 说 明 & 维 微分 流 形 S 在 每 点 有 & 维 切 空间 . 事实 上 ， 
9 !: V>U 在 V 上 连续 可 微 . gq: U 一 Y 是 R" 开 集 上 连续 可 微 
沙 数 $ 的 限制 , 即 @lv 一 9, 所 以 复合 函数 

有 99 
可 微 , 且 
DE .Dp = I (k 阶 恒 等 矩 阵 ) ， 
由 此 可 知 和 :的 Jacobi 和 矩阵 Do ! 在 V 上 每 点 的 秩 为 &, 故 个 


切 向 量 2 一 (二 1,2，…, 和 ) 组 威 U 中 相应 点 的 切 空 间 的 一 
组 基 . 标 架 


3ag 98 ... 3] 
| ” gr” ”gr 


表示 切 空 间 的 一 个 定向 . 
为 了 讨论 5 的 定向 ,我 们 考虑 S$ 上 两 个 局 部 坐标 系 (U。， 
9 )， (Up, 9p) ,满足 U. 门 Us 关 名 ,并 设 


ps = (Xi, Tss Xe), Pa = (Fl, Ts, 人 ). 


Hl 小 


学 藻 并 潜 沙 坟 池 区 好 | 
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则 复合 函数 

pe CU mm Ug) pa Us, NN Up), x Fr 
连续 可 微 ( 因 gs 是 开 集 上 连续 可 微 函 数 B 在 Us 上 的 限制 , 且 
Bo。 gi 二 ea。 ge *). 逆 上 映射 

pa” Ga: Ga Us NN Up) pa Us, (MN Up), TF rr 
也 连续 可 微 ( 图 21-2). 所 以 行列 式 


9 (2 ， 元 2? ， 


27 0， 


9 (x 9» X22, "**, TXh) 


21-2 


(Xi1, Xs“", Zi) Ep (U, /| ga) 和 


9 (Xi, XT2, ***, Te) 
~ ~ 天 0， 
9 (Ti1, Fs, ,TL ) 


(元 1 ， 食 2 ， Ti) E ga (Uf ge). 
定义 21.9 设 SCR" 为 k 维 微分 流 形 (& 志 nn), 若 存在 一 组 
局 部 坐标 系 {(U 旬 )}，S= UU.. 对 任意 的 Us 站 Us 天 也 ,全 


9 一 (Ti，Xz， XE), pa (TF , To, 令 , ), 有 
9 (21 ,T,X ) 
9(X1», Ts 8) 
则 称 S 是 可 定向 的 . 
例 1 DCR" 为 区 域 , 则 六 为 n 维 可 定向 微分 流 形 . 
事实 上 取 UD， yp 二 idp 即 知 . 
例 2 球面 S: z 十 十 zx 二 1 为 一 可 定向 二 维 微 分 流 形 . 


> 0， 
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事实 上 可 取 如 下 一 组 坐标 系 { (U;, 2 ) } (1 委 ; 委 6)， 
太一 (zy 2)| ry ++2z =1,z>0). 
pi: Ur—> 9U)= {rz, yxy 1)=D, 
Px, yz) = (x, y), r(x, yy) = (zx, y, vd 一 二 一 昂 )， 
显然 gr' 在 D 上 连续 可 微 , 9 为 投影 映射 在 Ul 上 的 限制 ,而 
投影 映射 (zx，y，z) 一 (z，?) 在 RY 上 连续 可 微 ,所 以 wm : Ul 一 
Di 为 微分 同 且 映 射 . 
U, = (Cz, yz) | 二 +y 十 xz: 二 1, x > 0). 
pe: Ui; > D; = {(y, z)| yz < 1}, 
p(x, y, z) = (yy, x), gir'(y, z)= ( 1—y—z,y,z); 
Us= {x,y,z) | zy 二 +z = 1,y>0), 
G3: Us —> D; = {(z, x) | zz (<1), 
PXT, y, 2) = (zx, ZX), G3 (zx, TX) = (xr, VI rz, 2); 
0 = {rz, yy, 2) |r 二 yz =1,z<<0), 
:Di 一 = (yy, 7 | THY < 1), 
Gr, YZ) = Cy 7), Gy T= (ry, VI ry); 
Us= {x,y, 2) | zy 二 z=1,7x<0}, 
ps: Us — D; = {(z, y) |y +z (<1), 
Pz, YZ) = 2, 7), Gz, 7) = (Vy ,yy, z); 
Us 一 (zy x) | 二 yy 二 z= 1,y<0), 
pe: Use—> Ds = {(zx, z) | zx: 二 xz <1}, 


2 2 


Gs (Xx, yy， Zz) = (Xx, z)， Gh! (x, z) = (zx, 1 TT 之 ,2Z); 
如 U, 站 万 和 他， (y, Zz) = 9 ° PICz， y) 为 


ZZy 


又 如 UU 门 U6 关 名 ， (xX, zz) 二 pe。 gr 1(y,， XZ) 为 


沙 灌 料 深 沙 束 沪 守 贡 | 十 | 1 小 
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六 消 半 当下 池 避 ”二 1 十 |1 台 
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容易 验证 ,对 任意 两 上 Ui 站 U; 关 0, 则 pg， gi! 的 Jacobi 行列 式 
大 于 零 , 所 以 S 为 可 定向 二 维 微 分 流 形 ,在 上 半球 面 一 点 取 定 


切 平面 定向 为 39 一 29], 也 就 到 定 球面 S 的 定向 . 根据 右 


手 定 则 , 取 外 法 线 方向 ,这 时 ?名 ,2 名， | 成 右 于 系 标 染 ， 
故我 们 也 可 说 取 定 的 S 定向 为 外 法 线 方向 . 

例 3 设 DCR” 为 区 域 , f: D>R”(m<<n), f€ CO (CD)， 
设 4ED 为 正则 点 ( 即 /的 Jacobi 矩阵 在 a 点 的 秩 为 m). 目 
f(a) 为 正则 值 ( 即 f(a) 不 是 临界 点 的 值 ) , 则 集合 

S= {zr€ED|fx) = f(a)} 

为 一 m= 维 微分 流 形 , 且 可 定向 . 

先 说 明 S 局 部 可 与 R' 中 开 集 微分 同 胚 , 任 取 zo 一 (zi， 
…， 00)ES. 由 在 xz。 点 Jacobi 算 阵 的 秩 为 m, 无 妨 设 

ac fo)| jo 


Dz | 
由 隐 函 数 存 在 定理 ,存在 (xz? ，…, zz ) 的 邻 域 W 和 (zol，…， 
Zz') 的 邻 域 VC(WXVCD) ,方程 组 
区 = 户 (z， Zoo，Zorl， Zn)， 


Ca) = fun Xi "Xn, Xml “9 Tu )， 
有 连续 可 微 解 
| 一 1 (Tntis "ey Zn )， 


Xn = Tn (Tm Tan)， 
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心 


Xi 一 TI(Znhl，…，Tu)， 


Tn = Te 
和 UU 二 gCV), 则 口 为 S$ 上 开 集 ,9p: V>U 连续 可 微 , p97 ': U 一 
V 可 以 看 成 投影 映射 P: R* 一 R””" 在 U 上 的 限制 ,所 以 or- 为 
光滑 映射 , 故 S 为 & 维 微分 流 形 . 

其 次 说 明 S 可 定向 . 记 
9fi, 9f; ... 2 ) Cj = 1, 2, ee pn) 


gzZl 9x2 ? ” gr, 
为 S 的 法 向 量 . 因 S 为 正则 点 集合 ,所 以 每 点 的 (Ni，…，N,) 
组 成 m 维 法 空间 ,如 上 讨论 知 对 任意 点 zoE S, 存 在 x。 点 邻 域 
U 和 微分 同 胚 映射 

GI:U—>VCR:, po:V—U. 
对 R* 中 & 个 变量 z。;，…， x 进行 重 排 ,并 记 作 wi ,wu;,，… 
wu( 若 二 1 时 , 作 变 换 rz 一 za 或 x, 二 一 uu), 使 标 架 


99 99 
EHF, SH, N,N, 
Ez 9ux ! | 


与 R" 的 标 架 [el ， ez ，…，e*] 表 示 相 同 定向 ,对 任意 两 局 部 坐 
标 系 (U, pg 1) (DD, 8 1)， Un 区 时 , 设 

8 VU, pg U> VY, p= ,i). 
且 标 架 


~ 


EE ,, 藏 ,N,N | 


~ 9 》 一 
7 7 有 


与 标 架 Fe, 9 Ce2，“" e, | 表示 相同 定向 . 所 以 


|1 
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dz B17 
399 2 
gu | 一 4 A 
Ni Ni 
LN LN 


中 行列 式 det4>0, 由 Vp=Z (5 9) 得 


rat 


9uUi Oui 0 0 
9 GD 
0 0 1 … 0 
L 0 0 0 1 
因此 有 
9 ,i Ue) 
9 (ui, 机 Ux ) = det4 > 0. 
这 表明 S 可 定向 ， 
ss 微分 形式 在 微分 流 形 上 的 积 


设 S 是 上 维 可 定向 


的 微分 流 形 , D 为 S$ 上 的 紧 集 ( 即 DD 的 


任 一 开 覆 盖 必 有 有 限 子 履 盖 ) ,如 果 S 本 身 是 紧 的 , D 可 以 取 作 


S. 


定理 21.2 设 S 为 k 维 可 定向 微分 流 形 , DCS 为 紧 集 ， 


则 在 S 上 存在 局 部 坐标 


系 { (Ui， 9;)}(i1=1, 2， 机 2) 使 


DC UU,, 
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和 和 单位 分 解 , 即 存 在 n 个 函数 g;(x) 宇 0CY xES), 满 足 : 
(1) ai or! 在 gi(U;) 上 连续 可 微 (i=1， 2， 9 n): 


(2) Dgi(z)=1,7r€ED; 
i=1 


(3》 suppgi;= {rE€ES|gi(zr)0}CU,(i=1, 2, ……, n). 
称 集合 suppg; 为 g; 的 支 集 . 

证 明 由 SS 定义 ,对 每 点 xES, 有 一 邻 域 U,, 它 与 R" 中 开 
集 V 微分 同 胚 . 对 V 经 平移 ,伸缩 变换 后 ,总 可 取 单位 球 Vi ; ww 
十 … 十 起 <]1 包含 在 V 内 , (事实 上 是 对 局 部 坐标 系 的 9g 加 以 改 
造 ) 即 有 微分 同 胚 映射 

pp: UVCVCYV. 

记 太 3 为 半径 读 的 球 : 地 十 … 十 居 (去 ) ,和 ,=gz' CVy)， 
则 开 集 合 {D.| V xE S} 构 成 DD 的 一 个 开 覆 盖 . 由 于 刀 是 紧 的 ， 
存在 有 限 个 { 困 ,，…, 也) 覆盖 也 ,特别 (Ui,,…, U,} 更 覆盖 
D. 

为 构造 g,(z) ,考虑 Re 上 可 微 函 数 


1， iu | 过 J 


2° 


fl(u) = 于 一 1), 专 <<lu|<1， 


0， | z | 宇 1. 
今 
© ;( ) ， U,, 
4 = 7 “5 (i = 1,2,.,n) 
0， TE U.,, 
则 g(xz): SR! 为 光滑 函数 , 且 
1， U,, 
bn) = | TE G1,2, ,1) 
0， 元 和 U,, 


定义 8 =: 内， 般 地 令 gr 一 (1 一 内)…(] 一 旋 )0 (一 1， 2， 
"0, n 一 1). 则 ai 满足 0 gi; 寺 1， Bi 的 支持 集 属于 U,. 证 XED 


立 缮 兰 沁 站 起 冰 认 要 | 十 |1 当 
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六 并 料 兴 出 束 六 宫 志 | 十 | 1 溃 


时 ， Dgi(r)=1, 只 要 注意 gi 二 1 一 (1 一 几 ), 设 
i=1 


Bi 下 gi=1— (lh)…(1—y) 
成 立 , 由 此 推出 
gil 十 十 gi 十 gi 二 1 一 (一 J 一) 十 (一下)… 
(1 — i 
=1— (1 (J) (yi), 


所 以 Dgi(7z) =1 一 [][ [1 一 (x)], 当 x ED, 设 +€E 所 ,这 
i=l1 i=1 


时 g(x) = 1, 故 有 Dlg(z) 二 1. 证 毕 . 
定义 21.10 设 SCR" 为 k( 过 nn) 维 定向 微分 流 形 , (U，, 9) 
为 保 向 局 部 坐标 系 ( 即 -把 R* 的 正定 向 贞 为 $S 取 定 的 方向 ). 
车 wECi?”(U), 且 w 在 U 内 有 紧 支 集 ( 保 证 重 积 分 存在 ) ,定义 
六 一 | (他 ) ”ww。 


gOU) 


定义 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 , 设 (U, 办 为 男 一 保 向 局 部 坐 


标 系 , 则 
F= 9°!: YU) 一 PCDD)， 


是 保 区 域 正 定向 变换 ,由 重 积 分 换 元 公式 得 

| ro [Fr Cg Yo= [ (ge Po 

AKU) KU HKU) 

加 | or 
HD 
定义 21.11 设 S 为 & 维 定向 微分 流 形 ， ?为 5 S 上 紧 域 ， 

{(U;，9;)} 为 保 向 且 和 覆盖 D 的 局 部 坐标 系 , {gi;)_| 为 关于 
{U;})?_ 的 单位 分 解 ， wE CY (D), 定义 


-号 挛 - 袜 [ee 


i™l piv, 


定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 和 单位 分 解 的 选取 无 关 . 事实 上 ， 


378 _ 设 男 有 一 保定 向 且 履 盖 DD 的 局 部 坐标 系 {(V;, 峭 )} 和 从 属于 
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{Vj ) 生 1 的 单位 分 解 {( 户 } 六 ， 则 


-1 piv “1 jl pivu -1 71 pnd Nv, 
m a nm 好 
=2 2 ghiw = > gihiw 
i iil pnvdnNyv, 7 71 pAv, 
加 
一 2 | hjw 
7 一 1 piv 


S6 Stokes 公式 


设 S 是 & 维 定向 微分 流 形 , D 为 S$ 上 区 域 , DCS, 所 谓 9D 
是 光滑 边界 , 即 YV x。E€9D, 存 在 x。 点 局 部 坐标 系 (U，9) ,入 
数 
r:U—R 
满足 : (1) UnD=izEUlr(z)<01 
(2) 函数 9: 9p(U)==V>R 
连续 可 微 , 且 d(r。9g 1 ) 关 0(uEV). (图 21-3) 


21-3 


先 说 明 9D 为 一 1 维 微分 流 形 . Y zo。€ 9D, 存 在 局 部 坐标 


-|l 
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系 (U, 9) ,无 妨 设 9p 把 ze 映 为 R* 中 原点 (否则 作 一 平移 变换 ). 
2: U>g(0) 二 V 为 微分 同 胚 映射 ,由 d(r -9 1!) 关 0, 特 别 在 原 
点 不 为 零 ,不 妨 设 
9(r rg ) 
Qui > 0， 
一 了 
(车 -5 和 一 >0, 作 hl 二;,， U2， ”9 Uh 是 WU Ui-1, U1, 


,us 的 重 排 变换 即 成 ) 则 变换 


1 
ti=r°og (u,'", u:), 
tz2 = Uz, 


或 t= 1(u) 


ti = Wx, 
在 原点 的 雅 可 比 行列 式 大 于 零 . 由 道 变换 存在 定理 ,存在 原点 邻 
域 V( 无 妨 设 与 上 述 V 一 致 ) 和 WW, 使 
t=tu):V>W 
为 微分 同 胚 映射 (图 21-4). 则 
t°p= (7, 9 ): U—W 


[4 Fd 
y t=t(u) 
一 下 ~、 一 人 人 人 -TT~~、Ww 
、 7 \ 
\ / \ 
1 1 
T 3 
7 
和 WY 
图 21-4 


为 微分 同 胚 映射 ,其 中 zf : UR! 为 9 后 一 1 个 坐标 函数 组 
成 的 映射 . 令 

p=9 lnvu: 9DNU>R NW 
也 是 微分 同 胚 映射 . 这 说 明 3D 上 任 一 点 ,存在 领域 ?DNMU, 通 过 
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映射 9 建立 3D 门 U 与 开 集 Re 站 多 微分 同 胚 ,所 以 3D 是 一 
& 一 1 维 微分 流 形 . 

其 次 说 明 3DD 可 定向 , 设 1(U。, 9.)| 为 S 的 一 组 保 向 的 局 部 
坐标 系 , 由 以 上 讨论 可 得 一 组 覆盖 aD 的 保 向 局 部 坐标 系 ;(U。， 
下 qe)|, 若 (Us NID)N (UsN oD) KG ,is pp= (nh, 
玉 ) ,to ”9 二 (4),; 则 映射 

= (ta pe) (te pt WW 
把 =0 的 点 映 为 =0 的 点 ,把 <0 的 点 映 为 有 <0 的 点 ,所 


、 OF 
以 ,于 之 0, 再 由 S 可 定向 ,得 
1 
9 五 
— 0 0 
gf 
of, 9F, 
9( 王 下) -一 * gty arte 一 > 0 
9(f1 ,te) (002 4) 
dt oats {0,2 sth) 
由 此 推出 
al(F, ,Fi) - 
> 10. 
9(tz, ,ts) 


故 9D 可 定向 ,映射 i。 “9 把 [ty ,ts…, tt] 正 定向 上 映 为 $ 的 定 
向 ,把 [tz ，…, tj] 映 为 9D 的 定向 称 为 由 S 决定 的 9D 的 诱导 定 
向 . 

定理 21.3(Stokes) 设 S 为 k 维 定向 微分 流 形 , D 为 S$ 上 
区 域 , DCS 为 紧 集 , 39D 为 光滑 边界 , wE C421(D), 则 
| 一 | dm. 


aD 


证 明 作 石 的 开 覆 盖 时 ,对 每 一 2D 的 点 ,如 上 讨论 有 保 向 局 
部 坐标 系 <U, 9), 9 二 (rr, 9 ), 9 : U>R* 1! 为 9 的 一 1 个 坐标 
函数 组 成 . 对 D 内 的 点 , 作 保 向 局 部 坐标 系 时 ,使 U 与 9D 不 交 ， 
这 样 ,由 中 的 紧 性 ,存在 有 限 个 保 向 局 部 坐标 系 {(U;,， 9;) )*.1， 
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DCUU. 着 UNoDz#2 ,9 一 (ri, 9), 多 一 Re 无妨 
设 

DAU= {rE€EU|—1<r(z) < 0. 
设 从 属于 (U,)?, 的 单位 分 解 为 {g,)?.1. 要 证 


并 
aD D 


只 要 证 
Jaw 一 jaco， 
i=1 3D i 二 
或 
| gw 二 dl(giw) (i = 1， 2， ,7) 
aphv, pivU 


情形 一 若 UnmnaD 短 他, 略 去 脚 标 i, 2 一 (Cr， gl ) : U—> 
Vi, $= 1apnv: 9D 站 UR*'. 因 (U, 9) 是 S 的 保 向 局 部 坐标 
系 ，(U 站 9D, 3$) 是 9D 的 保 向 局 部 坐标 系 , 所 以 


| gow 一 | ($1!)* (gw), 


apNU DND) 
| d(gw) = | (or d(gw). 
pbDNU KDNU) 


为 了 比较 上 两 式 右 端 积分 ,用 坐标 表示 设 为 : 


k 
(Cg) (go) = Wad MAAN dD A A du. 


全 
其 中 记号 弘 表示 略 去 du 这 一 因子 , a ECVCpCUND)). 则 
(FI) (gw) = al0, us , Ur) dus A 人 du 

由 拉 回 性 质 得 
(pg 1)*d(gw) = dy 1 0 


pk Dm 9 EAA 


所 以 
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| aceo) = | (9 )* dl(gw) 


pnv DNU) 


大 
DD | Igadu. 
i=1 9u; 


{u€E Re: —1<ul <0} 


| 


注意 化 累 次 积分 时 ,有 


0 9 

| 3 dt 一 一 aa (0， 2 us ) 一 Qi (一 1 Uz, ,Uy) 第 
一 al (0， WU, '"*， Ux), 一 
章 
| 报 dw =0 G > 2). 
形 
故 有 、 逐 
dgu) = | ao wes ees ue) daseerdu 其 
DMNU RA! 加 

一 | al (0， WU», ”9 Us ) dus A “0. A dux 

1 


R 


| 


(¥1)* (gw) 一 | mm 
FPNU) aDNU 


情形 二 U; 门 39D== 儿 ,这 时 


到 
| acgw) = > D7 Sedu ‘dus =0, 


DNU 


5— 
一 
| 
© 


Nv 
故 仍 有 
| d(gw) = | gw. ”证 毕 . 
DNU aDpNU 
推论 21.1 若 S 是 一 紧 & 维 微分 流 形 , w€ Ci?,(S), 则 


| 一 0. 
S 


事实 上 , 取 D=5, 9D= 名 ,由 Stokes 公式 即 知 . 
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注 记 


我 们 建立 微分 形式 与 场 论 间 的 对 应 ,下 表 中 左边 表示 微分 形式 ,右边 


上 | [小 


沪 藻 并 染 冰 起 池 守山 | 


表示 对 应 的 场 . 

u€ CI (0) | 数量 场 4 

A= Pdzri+ Qdy+ Rdz€ Ci? (0) 向 量 场 F= Pi 二 Qi 十 Rk 

w= Pdy A dz+Qdz A dx 向 量 场 G= Pi 十 Qi 十 Rk 
+RdrAdy€E CY (0) 

du Vu 

dA vxF 

dw VC 

dx 一 0 VX(Vu)=0 

dz 一 0 VvV: (VXF)=0 

A A A FxF. 

AAw F:.G 

d(uw)=duA w+uA dw YY (Ww)=Vu: G+u(y :GG) 

d(u2)=duAA+uA dA VX(uF)= TuxXFtiu(v XxF) 

d(X1 A2s) = dA ANs—A A das V * (FXF)=(VXF):F: 

—(vV XxXF,). RF, 

( 若 吕 是 凸 区 域 ) 

dA==-0GA— du VXF=0GF=Vu 

dw==0Sw— dA YY .G=0GG=YXF 


我 们 引入 线性 算 符 * : CPP (CQ) 一 C24(0). 对 三 维 空间 来 说 
“l=drAdyAdz, *dzAdyAdz=1, 
“一 o， “w 一 人 . 


(车 ECP(O)， 9 一 (一 Derog). 再 引入 形式 微分 4= dz 十 3 dy 


2 也 2 aA 
十 寺 dz， d 一 于 yA 人 dz 十 区 和 业 Adz 二 于 虹 和 dy 所 以 dA 1d 


2 2 2 
=|( + r+ )drAdyA dz, "(dA d)=A. 


gx 
*d’du=” (dA* d)u VYV': (Vu)=Au 
384 "dd’di=d'd*24—"(dA*d)4 VX(vVXF)=Y(V : F)—AF 
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“d* (A Ap) d*A AN—*d’ A A VX(FiXxF;:)=(Y "下 >) 下 


— "(MA d)AX, —(Y :FF)F; 
二 "(hz Ad)AA 一 (有 VvV)F; 
十 (下 - VF, 


mm 


ll 梁 


| 


bp 
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